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^annoöer. 3)ru(f Don fjr. SuCemann. 



SSorreöe 

lieber 3we(f unb ^lan bea 8e^rbuc^8 ber elementar := SJlatfjematif, 
üon tüelt^cm bic Planimetrie Ijicr in jireiter Sfuflage torliegt, flnbet 
man in ber SSorrebe jur erjlen 2fbt[;eilung beö erjlen Sanbcö ba^ 
9lä^crc aus einanber gefegt. :j)iefcr *})Ian fc^cint im ©anjen nii^t 
o^ne Seiflimmung geblieben ju fein; baQ 83iid^ ifl in meljreren 
@d)ulen eingeführt, unb fd^on bie JRücffn^t I;ierauf liep e8 nöt^ig 
crf^einen, biefe neue Sfuftage fo ber erjlen nnjuft^liepen, bap beibe 
o^ne (Störung neben einanber gebraucht werben fönnen. Sfber 
auc^ baüon abgefe^en, I;abe ic^ nac^ eigenem mel^rjä^rigen ©ebrauc^e 
biefeö S3uc^8 feinen Sfnlap gefunben, etroaS SBefentlit^eö ju änbern, 
unb fomit ijt e8 mir leiber auc^ nic^t möglich geinefen, olle bie in 
fc^äfebaren Slecenfionen mir jugegangenen S3emerfungen unb STn^: 
beutungen noUjlänbig ju berücffic^tigen. S)od^ l^at ber Sejrt ber 
Planimetrie in biefer jmeiten Sfuffage eine SSereicfierung burc^ eine 
Sfujal^l t)on 3ufäfeen unb ?fnmerfungen erfahren, welche jid^ beim 
©ebraut^e al8 jirecfmäfig I)erau8gejlefft I;aben. Sfm meijlen ifl bied 
in bem Sfbft^nitte Don ber Sn^altaberec^nung ber Siguren gefd^e^en, 
ber in ber erpen Sfuflage offenbar ju bürftig ausgefallen war unb 
jefet mit bem entfprec^enben Sfbfd^nitte ber (Stereometrie üon ber 
3n^alt8bere(^nung ber Äörper beffer im ginflange pelzen wirb. 

^annoüer, im 2Jlärj 1862. 

3ur }mS[fUn 5luflage. 

^ie freunblic^e Sfufnal^me, mlijz biefe Planimetrie finbct unb 
üon welcher bie wac^fenben Sfuflagen 3eugnif geben, ifl mir eine 
erfreuliche Sfnregung gewefen, ben Sejrt wieber^olt einer forgfältigcn 
35urd^ftc^t ju unterjie^en. 3u größeren ^nberungen I)at fic^ fein 
Sfnlaß gefunben, bagegen ^ojfe ic^ burd^ üerf^iebene f leine 3ufäfee 
unb fftebactionaüerbefferungen, fowie burc^ forgfältige Sorrcctur, 
baa ©udb feinem 3wecfe, ein brauchbares unb nü^lii^eS (Sc^ulbut^ 
{u fein, fortwä^renb näl^er gebracht ju ^aben. 

$>annpvev, im Sannax 1880. 
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Planimetrie. 



Einleitung. 



§. 1. 

@rf(arung. ®en ©egenjtanb btx ©eomettie machen 
feie JRaumgtöfen au6. S)iefe finb btx ^unft, Mc 
Sinie, bie Städte nnb btx ^bxptx. 

35cr 9lame ©cometric ifl griet^ifc^en Urfprungö uub ßcbcutct 
ttJörtlic^ fo üiel tüte ©rbmeffung ober ßanbmeffung. I)iefe ^t^ 
Ttennung erflärt jl^ au8 ber ©ntpel^ung ber ©eometrie, welche 
man nadj Sfeg^pten üerlegt unb roelt^e §erobot, ber um baQ 
3a^r 450 t)or S^ripi ©eburt fc^rieb, in feinem ©efc^ic^tawerfe II, 
109 erjä^It wie folgt: „X)er £önig ((SefofWö) f)attt anä^ baa 
ganje ganb unter bie STeg^pter üertljeilt unb einem jeben ein 
gleid^eö üieretfigeö (Stütf gegeben, unb baüon ^atte er ftc^ fein 
©infommen üerfc^afft, inbem er i^nen einen jä^rlid^en 3in6 auf:* 
legte. SBenn nun ber Sfuf üon be6 ©inen Steile tttoa^ fort^ 
geriffen, fo mußte ber jum Könige fommen unb baüon Sfnjeige 
machen, unb biefer fanbte bann feine ßeute l^in, welche nac^fe^en 
unb auömejfen mußten, um wie t)iel Heiner baS @tütf 8anb 
geworben mar, bamit er tjon bem Uebrigen beja^lte nac^ SJlaße bea 
aufgelegten 3infea. Sfuf biefe ?frt ift, glaube i^, bie ©eometrie 
entftanben unb üon ba naij ©riec^entanb gefommen". (3lai) ber 
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4 ^(antmrtrir. 

Ueberfcfeung Don ?5. Sänge.) — §fu5crc crjä^Ieii ettüaS abvotiijtnb, 
ba^ bic ©cometrie burdb 5a8 SScbürfnif entjianben fei, menn bie 
Ue6erft^tt)emmuug be6 ?lil bie ©reiijen ber ßänbereien unfenntltt^ 
genia^t ^atte, einem 3eben feineu ridjtigeu %f)til roieber jumeffen 
ju fönnen. (®. b. 9tote ju ber angeführten ©teile bei SSä^r 
fierodoti Halic. Musae, Ed. altera, Vol. I.) 

3)ie ©riechen jinb, fo meit unfere £unbe reicht, ba^ ältejle aSolf, 
tüelc^eö bie ©eometrie al8 SBiffenfc^aft öel^anbett ^at. I)a8 ht^ 
rüljmtejle üon i^nen un8 l^interlajfene geometrifc^e SBerf fiub bie 
fogenannten (Elemente beS (SuflibeSj jie würben um baö 
Sa^r 300 t)or Srjrijti ©eburt ju STfejranbria gefc^rieben, unb merben 
no(^ bis auf ben l^eutigen Sag (üorne^mtic^ in (Sngtanb) alö 
gel^rbuci^ ber ©eometrie gebraucht. 3)er erjte Ueberfefeer ber ©lemente 
(Suflib'ö war ber Snglänber ?ftl;etarb üon SSatt}, im 12. Sa^r^unbert 
na^ S^rijli ®eburt, ber jte bei btn ?frabern fennen lernte unb 
burc^ Uebertragung in'8 ßateinifc^e ben Sölfern be8 ?fbenblanbeö 
jugängig mai^te. 

Um fic^ tJQU ben Slaumgröfen, mlijt bie ©eometrie ats gegeben 
tJorauSfefet, eine beutliii^e aSorfteHung ju machen, fann man einen 
boppelten SBcg einfc^lagen. 

SJlan fann 1) üon bem Körper ausgeben. ?(t8bann ijl bie 
^l&ijt bie ©reuje eineS Äörperö, bie ßinie bie ®renje einer 
?5läc^e, unb ber ^unft bie ©renje einer ßinie. 

2Jlan fann 2) t)on bem ^unft ausgeben. 9fl8bann ijl bie 
ßinie ber SBeg, ben ein in SSetüegung gefegter ^unft befi^reibt^ 
bie gläc^e ber SBeg, ben eine in SSetüegung gefegte ßinie be- 
f(^reibt, t)orau8gefe|t, ba^ biefe ßinie nic^t in fiij felbjl fortgcfc^oben 
wirbj unb ber Körper ber SBeg, ben eine in.95eiregung gefegte 
gläd)e befd)reibt, üorauSgefefet, ba^ biefe gläc^e nic^t in ftd^ fell&jl 
fortgefd)Qben wirb. 

?fuf beiben SBegen jeigt fid), ba^ e6 aufer ben üier angegebenen 
Sftaumgröfen feine anbere geben fann. ?5erner fc^Iieft man barauS: 
I)er Körper ^at brei 3)imenjlonen ober WuSbe^nungen , nämlid) 
ßänge, SSreite unb I)i(fe, bie Slät^e ^at jwei ©imenftonen, 
nämli^ ßänge unb 83 reit ej bie ßinie ^at eine 35imenfton, bie 
ßängej unb enblic^ ber ^nft ijl o^ne alle Sfuöbel^nung. 
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§. 2. 

Srflarutig. ®ic ßinim mxbtn cinget^eift in getane 
Sinien nnb trumme ßinien. 

@ine ftutnmeßinie ijl eine fot^e, tjon bet fein X^til gerabeifl. 

J)ie Qtxabt ginic ifl einer fhrengcn Srflärung nic^t fn^ig. g u f l i b e 8 
in feinen Elementen fagt: „Sine gerabe ßinie ifl eine ßinie, wel^e 
jttjifdjen ben in i^r befinbfic^en fünften anf einerlei STrt liegt", 
eine Srflärung, welche naä) affgemeinem 3ugejlänbniffe bunfler ijl 
aU baQ ju ©rflärenbe. SBermanbt mit iljr ijl bie ©rflärung: 
„®ine gerabe ßinie ijl eine £inie, beren Sljeile fämmtlic^ in einerlei 
9lit^tung liegen". ?frd)imebea in bem S3u(^e über bie Ä^ugel 
fagt: ,ßij nel^me an nnb fefee al8 befannt üorauö, ba^ unter 
aUtn ßinien, meld)e einerlei (Snbpuntte ^aben, bie gerabe ßinie bie 
fürgejle fei"j unb barauS ^at man bie Srflärung gemai^t: „35ie 
gerabe ßinie ijl ber fürjejle SBeg jwift^en jmci fünften". Sfffe 
biefe Srflärungen aber iiabtn btn gcmeinfc^aftlic^en .gel^ler, ba^ jie 
nur ein einjelneS SJlerfmal ber geraben ßinie angeben, o^ne bamit 
ben SSegriff ber geraben ßini^ ju erfc^öpfen. 

35iefer 9Jlangel ijl inbejfen nur me^r ein SOlangel ber ?5orm, 

als bem SBefen naä). I)er 83egriff ber geraben ßinie ijl einfat^ 

genug unb jebermann flar^ aut^ fann er nöt^igenfaffö jur üoffen 

gig. 1. Älarl;eit baburt^ gebraut werben, ba^ 

^ __B man jldE) ben Segriff ber fnimmeu 

c^. 2 ß*"i^ baneben ^ält. 3Jtan üergleic^e 

j. S3. bie gerabe ßinie AB, gig. i, 
ß mit ber trummen ßinie AB, gig. 2. 




Sfnmerfung. ginen au8 meljreren geraben ßinien jufammen^^ 
gefegten 3ug nennt man juireilen eine gebrochene ßinie, fo 
wie einen aua geraben nnb frummen ßinien jufammengefefeten 3ug 
eine gemif^te ßinie. 

§. 3. 

@rf(arung* ®ie Städten werben einget^eitt in ebene 
%l&6)tn (@benen) unb ttumme ??tä^en. 

©ine frumnte??tÄc^eitl eine fotc^e, t)on ber feinS^eit titn ifl. 

S)ie ebene ?5läc^e ijl eben fo wenig toie bie gerabe ßinie einer 



6 Planimetrie. 

jkengen (Srffärung fä^ig. (guflibeö fagt: „Sine S6ene ifl eine 
Städte, m\ä)t jtüifd^en btn in i^r befinbüd^en geraben ßinien auf 
einerlei ?frt liegt". 6ine anbete Srflärung, toüäjt auij \ijon bie 
©ried^en anführen, tautet: „Sine S6ene ijl eine ??Iäd^e, in ttjelt^e 
man nat^ allen giid)tungen gerabe ßinien legen fann". 95ou biefen 
Srflärungen gilt baöfetbe, maö Don btn Srflärungen ber geraben 
Sinie im vorigen ^aragrap^ gefagt tüorben ift. 

§.4. 

@rf(arung. ©onftruiren l^ei^t: ®ege6ene 9laumgrö^en 
ju einer t?orgef^rtebenen SSertinbung jufantmenPetlen. 

®a8 Srgebni^ einer ©onftruction fü^rt ben SZamen f5 i g u r, 
im attgemeinflen ©inne beö Söorteö. 

®o j. 58. confiruirt man einen SBinfel, einen £rei8, eine 
Ä'ugelac, unb ber SBinfel, ber Äreiö, bie Äugel 2c. fmb Siguren, 
im weiteren ®inne biefeS SBorteS. 

3m engeren (Sinne gebraucht man ba^ SBort Sigur nur üon btn 
gefd^lojfenen ??iguren (f. §. 44). 

§. 5. 

@rf(arung. ©ie ©eometrie n?irb eingct^eitt in bie ^ tani=: 
ntetrie unb bie (Stereometrie. 

©ie Planimetrie befij^äftigt ^i) nur mit eonjlructionen, 
Wet^e in einer Sbene ausgeführt werben fönnen. 

®ie (Stereometrie bagegen befd^äftigt flc^ mit (Sonftructionen, 
welche ni^t in einer Sbene ausgeführt werben fönnen. 

®ie Planimetrie, weld^e Don ber S6ene i^ren 9lamen ^at, con:= 
jkuirt bemnad^ nur mit fünften unb ßinien. ®ie Stereometrie 
aber conjhruirt mit fünften, ginien, ?5läc^en unb Körpern, unb 
l^at Don btn Körpern afe i^rem §auptgegen|lanbe i^ren Sflamen 
erhalten. 

§.6. 

fifotberttng§fa|* ©ur^ einen gegebenen ^unft in einer 
gegebenen Sbene eine gerabe ßinie in biefe Sbene ju legen, 
unb biefelbe um einen in i^r angenommenen fefien ^unft 
beliebig in biefer Sbene ju bre^en. 
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:S)ic btibtn Sorberungen, meiere in biefem ©afee au§gefprod^en 
finb, bilben bie ©runblage für alle Sonfkuctionen ber Planimetrie. 
3n bm planimetrift^en Beit^nungen gebrandet man jur SfuSfüf^rung 
biefcr gorberungen ba& Sintal unb ben Birfcl. 



©rjler Slbfe^nitt 

6^onflrucHon m$ jbiei geraben Sintern 



§.7. 



«10. 3. 



^rflärung. SBenn jiDei gerate Sinien einen ^unft mit 
tinanbtt gemein ^aben, fo fagt man, fle burd^fd^neiben 
einanber in biefem fünfte. 

5J)er gemeinfd^aflli^e ^unft ^eift i^t SDurd^fd^nittö^ 
pnntt 

3. S3. bie beiben geraben ßinien 
JD AB unb CD, ?5ig. 3, bur^f^neiben 
einanber im fünfte M, unb biefer 
^unft M ift i^r 3)ur(^f(^nitt8punft. 

3)ie gegebenen geraben Sinien muffen 
^ier fortirä^renb al§ unbegrenjt lang 
Qtbaijt werben, fo lange ni(^t auSs: 
brüilid^ baö ©egent^eil bemerft irirb. 

§.8. 

@rflärung. SBenn jtt)ei gerabe ßinien i^rer ganjen @r- 
flrerfung nai) jufammenf allen, fo fagt man, fle berfen 
einanber. 

SBenn man eine ber beiben geraben ßinien AB unb CD, Sfig. 3, 




8 $Iatttmetrte, 

um bell 35ur(^fc^nittöpunft M, atö fepcn ^unft, ^inreic^ent) breitet, 
fo tüirb man leidet ben fJaH ^ertjorbringen, tüo eine ©eiung ber 
beiben geraben ßinien eintritt. 

§. 9. 

©runbfa^. Sebe jrpei gerabe ßinien, tpelc^e jirei fünfte 
mit einanber gemein l^aben, bedfen einanber. 

9Jlan [priest biefen (Srunbfafe anicj fo au8: 3tt)if(^en jirei'ge^ 
gebenen fünften fann nur ©ine gerabe Sinie gejogen tüerben, 
!Da8 ^ei^t aber nid^tö anbereS alS: 3ebe anbere gerabe ßinie^ 
meldte man burd^ biefelben jtüei gegebenen fünfte legen mag, mu^ 
not^tüenbig mit ber erjhn jufammenfalleri. 

(J)iefer @afe fann nid^t betüiefen werben, tüeil not^ feine üor- 
auegegangenen ®äfee \^a jtnb, auf treidle ber SSeireiS fu^ jlüfeen 
fönnte. 

?fnmerfung. ^Tuö bem t?orfle[;enben @a|e fann man ein 
praftifd^ea SBerfa^ren ableiten, um bie giid^tigfeit eineS ßineate ju 
prüfen, mel(^e§ jum 3ei(i^nen geraber ßinien tjcrmanbt werben fott. 
SGBenn man nämlid^ längö ber Äante beS Sineafö auf einer ebenm 
Städte eine ßinie jie^t, unb barauf biefelbe ^ante be@ SinealS 
auf ber entgegen gefegten (Seite ber gezogenen ßinie fo an biefe 
ßinie legt, ha^ fte jwei fünfte mit berfelben gemein ^at, fo mu^ 
bie Äante i^rer gaujen Srjlredfung nac^ mit ber gejogcnen ßinie 
jufammenfatten. trifft biefe ^robe nid^t ju, fo ift ia^ ßineal 
jum 3ei(^nen geraber ßinien unbrauchbar, unb mu^ berid^tigt 
werben. 

§. 10. 

SrflSrung* 3tt)ei begrenjte gerabe ßinien tt^erben gtei^ 
lang genannt, rpenn fle fo aufeinanber gelegt tt^erben 
fBnnen, ha^ i^re 6nb<)unfte gcgenfeitig jufammenfatten. 

3m entgegengefefeten i?atte ift bie eine ber beiben ßinien 
bie %xö^txz unb bie anbete bie Heinere. 

®ie l^ier angejeigte Unterfuc^ung , ob jwei gegebene begrenjte 
gerabe ßinien gleich lang fmb ober nid^t, wirb in ben planimetri«^ 
fd^en Beid^nungen burd^ ben 3irfel ober burd^ Sfniegung eine& 



SJlafflabeS auöflefü^rt Ucber^aupt beruht auf ifjr attcS Steffen 
Qttabtt ßinien, rüoüon unten mciter b\t 9lebc fein tüirt). 

§. 11. 

©rflarung. SBenn itvd gerabe ßinien, fo tpeit fle aui) 
verlängert trerben mögen, feinen ^unft mit einanber gemein 
^aten, fo tperben fle paxalUl genannt. 

3. 33. tütmx man ju einer gegebenen geraben Sinie AB, fjig. 4, 
S«ö- 4. 5ur(^ einen gegebenen ^unft N fit^ eine 

jy- jtüeite gerabe Sinie CD fo gelegt benft, 

ba^ beibe ßinien niemals jufammentreffen, 
fo tüeit man fie ani) verlängern mag^ 
^ ß ^^ p^^j^ j^.^^^ ßinien parallel. 

35a8 SBort ^,|)arallel" ijl au8 ber grieti^ifc^en ©prad^e genommen 
unb bebeutet „neben einanber". 3m 35eutfc^en gebrauti^t man 
bafür aud^ baQ SBort „gleid^laufenb". 

2Jlan fc^reibt AB \\ CD. 

§. 12. 

©runbfa^. 3u einer gegebenen geraben ßinie fann burd^ 
einen gegebenen ^unft nur @ine ^arattete getegt tvtxbm. 

Ober menn man in ??ig. 4, mo AB \\ CD üorauSgefefet tüirb, bie 
gerabe ßinie CD um ben in i^r enthaltenen ^unft N nur um ein 
©jeringeö bre^et, fo wirb jie not^menbig bie anbete gerabe ßinie AB 
fc^neiben, fobali man nur beibe ßinien f^inreid^enb verlängert. 

3>iefer @afe fann ni^t beriefen werben. 3tüar i|l im §. 9 
fc^on ein ®afe vorhergegangen; auf tüeld^en ber 93en)eiö gefHifet 
ttjerben fönnte, unb man fodte beS^alb, fkeng genommen, ^ier 
einen SäeweiS ertüarten, tüobur^ ber t)or|le^enbe ©afe an^ einem 
®runbfa|e jtt^ in einen ße^rfafe üertüaubeln tüürbe. S8 mu^ aber 
offen eingejlanben werben, ba^ ein folc^er 93eh)ei§ fid^ nid^t geben 
lä^t. @o lange eine ©eometrie al8 SBijfenf(^aft ejrifiirt, [jat aut^* 
ber S3egriff ber parallelen ßinien immer einen eigent^ümlit^en ®runb:= 
fafe nöt^ig gemacht. §fnbere ^aben biefen ©runbfafe unter anberer 
©efialt gegeben i aber alle SSerfuAe, einen ©runbfafe ju üermeiben, 
pnb bis jefet Dergebfit^ gewefen, fo oft anij feit ben Seiten 6uflib'§ 
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fold^e SSerfud^c \iä) tüieber^olt ^aben. ®ie Planimetrie bebarf t)em= 
naä) ju i^rer S3egrün5ung jireier ®runbfä|e. 

Sine äf;nlic^e (grft^einung h)ieber^oIt fiä) in ber (Srunblegung 
ber (Stereometrie. 

§fnmerfung. Unter bm ja^Irei(^en Söerfud^en, bie ße^re üon 
ben parallelen o^ne einen ifjr eigent^ümlid^en ©runbfafe ju it^ 
grünben, barf al8 ber gclnngenjle mo^I berjenige üon Sertranb 
angefe^en h)erben, tüelcben biefer in einem im 3a^re 1778 jn ®enf 
erfc^ienenen SBerfe: D^veloppement nouveau de la partie 616- 
mentaire des Math6matiqaes mitt^eilt (f. SJtager'S päbagogifc^e 
Sleüue, 93b. X. (Seite 489). 3n ^lügePS mat^emat. SBörterbu^ 
wirb biefe grfinbung bem §ofprebiger (Sdiulj in Königsberg iu^ 
gefc^rieben, melt^er fie 1784 veröffentlichte, ©inen anberen SBerfucb, 
ireld^en SJtontucta in feiner Histoire des Math6matiques al9 bcn 
Dorjüglit^llen rü^mt, ^at ber perftf(^e2Jlat^ematifer 9taffir^Sbbin, 
t}otli)tx nm baQ 3a^r 1260 nac^ 6. ®. ber (Sternn^arte jn SJlerag^a 
üorpanb, in einem arabifc^ gefdjriebenen (Sommentar über beu 
®uf(ibe8 gegeben. 35od) barf man, nac^ bem jn urt^eilen, waS 
Ää|lner in feiner ©efc^idjte ber SJtat^ematif baDon mitt^eilt, fxä) 
nic^t jnöiet Don biefem SBerfnd^e üerfpredjen. 



§. 13. 

^rflärung. SSon jtDci gerabcn Sinien, iretc^e gehörig t)er= 
tängert in einem fünfte jufamttientreffen, fagt man, fie 
cont?ergiren na6) biefem fünfte ^in, unb jle 6it)ergiren 
na6) btx entgegengefefeten Stiftung. 

3. S5. bie beiben geraben Sinien AB unb CD, ?fig. 5, h)el(^e 

Stfl. 5. ixbtx B unb D ^inauö ^inreid^enb Derlängert 

^'-^ — — -_____^^ fii) in einem geh)iffen au^er^alb ber änij^ 

nung liegenben fünfte treffen, conDergiren 

ji B mij B unb D ^in, unb fie biüergiren nat^ 

A unb C ^in. 

SBJirb bie aSerlängerung ber beiben Sinien wirflic^ ausgeführt, 
fif :ßat man wiebev bm gfaU §. 7. 



Her IDtnkrI. 

§. 14. 

@rflSrung* ginc gerabc Sinie, rpet^e t?on einem fünfte 
auö unbegrenjt fortgebt, tvixb ein ©tta^t genannt. 

SDer Sru6gang6<)unft meisteret ©trauten l^eifit ein ®tr a^s: 
ItnpviXiU 

®o ilettt j. 85. bie gig. 3, §. 7, Dicr ®tra[;leu bar, MA, MB, 
MC unb MD, treidle t)on betn fünfte M, al8 ©tra^Ieiipunft, 
audge^en. 

§. 15. 

^rHarung* SBenn Don einem fünfte jtrei ©trauten 
auögel^en, fo rpitb ber burd^ biefe ©trauten begrenjte SC^eit 
fcer ©bene ein SB in fei genannt. 

S)ie beiben ©trauten Reifen bie©^enfet beö SBinfele, 
ber ©tra^Ienpunft ber ©c^eitet<)unft beö Söinfetö, unb 
fcer begrenjte S^eit ber ©bene fetbjl tvixb ^ im_®egenfafe 
Öegen3}?e^ SSe^renjung, bie Sßinfetftäc^e genannt. 

3. 83. in betn gSinfel, tüel^en ?5ig. 6 barfteHt, fuib AB unb 
8*0. 6. AC bie beiben ©t^enfel bc8 SBinfelS, ber 

^unft A ifi ber ©c^eitelpunft be8 SBiafelS, 

unb ber burt^ ©c^raffirung bcbedfte S^^eil 

ber ebene, in totlifzm ber a3uci^{iabe a? 

B ite^t, ijt bie gSinfepc^e biefeS SBinfefö. 

• 3m ©(^reiben bejeid^net man biefen SBinfel burd} ^ BAC ober 
^ CAB, h)o ber am ©c^eitelpunft fte^enbe a3ud^|labe A immer in 
bie SJlitte gepettt werben mu^^ ober aut^ fürjer burti^ ^ x. 

Stnmerfung. Suflibeö erfWrt ben SBinfel alö bie Steigung 
jtüeier geraben ßinienj §fnbere erMären i[;n alö ben SRic^tungös: 
unter fc^ieb jroeier geraben ßinien. ®o(^ ijl Weber bie Steigung,- 
nod^ ber 9lic^tungöunterf(i^ieb ein [)inreid)enb beutlic^er 83egriff, 
tielme^r wirb ein fold^er er|l bur^ 3ujie^ung ber jwifc^en ben 
©d^enf ein enthaltenen SBinfelpc^e, wie oben gef^el^en, ju ©tan^bif 
gebraut 
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C 




BD 




§. 16. 

Srflarung* 3tvn SBinfet mxbm gtei^ grof genannt, 
wenn fle fo auf einander gelegt mxbm fönnen, ba^ fte in 
i^rer ganjen Sfu66e]^ung jufammenfallen. ^ 

3m entgegengefefeten Satte ijl 5er eine SBinfet ber gr öf ete 
unb ber anbete ber fleinere^ 

Um ju unterfuc^en, ob jtüci gegebene SBinfel x unb y, 8fig. 7, 

gleid^ gro^ jtnb, Derfa^re man auf 
folgenbe SBeife. 2Jlan lege bie beiben 
SBinfel mit il^ren SBinWpc^en fo 
auf einanber, ba^ ber <Sä)txttU 
punft D M SBinfelS y auf btn 
©d^eitelpunft A be8 SBinfelS a?, unb 
jugleit^ ber ©c^enfel DE beS SBinfelS y auf ben ©c^enfel AB bc8 
SBinfelö x fäfft. SBenn atöbann auc^ ber jtüette ©^enfel DF beS 
S5Binfel8 y mit bem jweiten ©c^enfel AC be8 SBinfelö a? jufammen= 
fällt, fo bedfen beibe SBinfel einanber unb e8 i|l ^ a? = ^ y. 

§. 17. 

@rf(arung. gin SBinfel, bejfen jtpei ©c^enfet eine unbes 
gtenjte gerabe ßinie bitben, wirb ein geraberSBinfet 
genannt. 

@in 1^0^ ter (concaöer) Sßinfet ifl Heiner atö ein gerabet. 
6in erhabener (cont?ejcer) SBinfet ift größer atö ein gerabet. 

§. 18. 

Sel^rfa^. Sitte geraben SBinfel flnb Qlni) gro^. 

8»9. 8. 



SB r a u d f e ^ u n g : 

i ^ CAB unb ^ FDE ftnb gerabe SBinM. 

Sotgerung: 

__________ Z ^^^ = Z ^^^^' 

FDE 

83 e tu ei 8. SJlan lege Z ^^^ fo auf Z ^^^/ ba^ ber ®(f|eiteU 
punft 1> auf ben ©c^eitelpunft A, unb ber @(^enfet 1>£ auf ben 
©^enfel AB fällt. 9n8bann mu^, naäj bem ©runbfafce §. 9, auc^ 
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btt (Sc^cnfel DF auf bm ®(^enM ilC faden. fSfoIglic^ jtnt), nat^ 
ber ©rflärung §. 16, bit beibcn SBinM Ci<^ unb FJ9Ä glci^ gro^, 
»aö ju beireifcn war. 

§. 19. 

@rf ISrung. 3it)ei ^o^Ie SBinM, rpct^e einen ©dientet mit 
einander gentein l^aben unb beten anbete ©^enfel eine unbes: 
fltenste getabe ßinie bitben, tt^etben 9lebentt)infet genannt. 

§. 20. 

6rf(Srung. @in SBinfet, mli)n feinem SZebenttJinfel 
gtei^ i% f)nft ein ted^tet SBinfet. 

@in fpifeet SBinfel ifi Keiner atö ein teertet. .@in flums: 
Pf er SBinfel ifi größer aU ein re^ter unb jugtei^ Keiner ats 
ein geraber SBinfet. ©pifee unb fiumpfe SiBinfet tperben mit 
einem gemeinfd^aftti^en 5Ramen f^iefe SBinf et genannt. 

• Unter einem ^erpenbifet üerfle^t man eine gerabe Sinie, 
tüdä)t eine anbere re(^tn?infettg fc^neibet, unb unter einer 
geneigten ßinie t^erfte^t man eine gerabe Sinie, tt^et^e 
rine anbere fd^ieftt)infetig f^neibet. 

Um JU unterfud^cU; ob ein gegebener SBinfel ein rechter fei, ^at 

man ju unterfuc^en, ob er feinem Slebenroinfel Qltiäj i|l. 69 fei j. 85. 

»ifl- 9. Xf gig. 9, ber gegebene SBinfel. SJlan tjer:= 

^ längere bm einen ©d^enfel beöfelben, AB, über 

bm ©c^eitelpunft A IfmaM naäj B, njobur^ 

ber SJlebenmintel CAD be8 gegebenen SBinfelö x 

entjlebt. ®obann lege man ben SBinfel x fo 

\^ B ^wf fcm^Ji 9lebenh)infel, ba^ A auf A unb AB 

^ auf AD fäat. SBenn babei AC mieber mit ji^ 

felbfl jufammenfäfft, fo ifl ber SBinfel x feinem Stebenminfel gleich, 
folglich na(^ ber üorfle^enben ©rftärung ein rechter SBinfel. 
man f^reibt abgefürjt ^ ar = JR. Sfuc^ AC \^ BD. 

Sfnmerfung. SJon bem ^ier angezeigten Sierfat^ren fann man 
eine praftifc^e Sfnmenbung mad^en, um bie 3tid)tigfeit be8 r^ötjernen 
ret^twinfeligen 35reiedE8 jU prüfen, h)elc^e8 jum 3eic^nen reti^ter 
SBinfel gebraust werben foff. 
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^» ■ .* I 

# §. 21. 

ßel^rfa^* SCffe redeten SBinfet finb gtci^ gtof . 

58 e tu eis. 9ta^ bem ßel^rfafee §. 18 jtnt) alle gcraben SBiuW 
glcic^ gro^. ^aä) btx ©rflärung §. 20 aber ijl jeber redete SSinItl ' 
bie §älfte eineö gerabcn SEBinMö. ?foIgIic^ Pnb aud^ alle rechten 
SBinfel, dU Hälften glei^ großer SBinfel, gleiif) gro^, tt)a9 ju bc* 
lüeifen mar. 

§. 22. 

dufa^. 3n einem gegebenen fünfte einer gegebenen gcra&cn 
ßinie ij! nur @in ^erpenbifet auf biefer geraben ßinie 
ntögtid^. 

@o fann j. 85. auf ber geraben ßinie DB, gfig. 9, außer bem 
^erpenbifel AC (mit Sinfc^luß feiner Söerlängerung über A [jinauö) 
fein jmeiteö ^erpenbifel in bemfelben fünfte A errid^tet tüerben. 

§. 23. 

ßel^rfa^. ©ie ©umme jtDeier 9Zebentt)infet ifl gleich itvti 
redeten SBinfeln. 

m- 10. 

SBoraudfej^uttg: 

^ X unb ^ y ftnb S^ebentüinfel. 

D A B , ^ \ ^ y 

Sie tu ei 8. 35ie beiben Sieben tüinfel x unb y machen, nad^ bcr 
Srflärung §. 19, jufammen einen geraben SBinfel au8. Sfber ein 
geraber SBinfel ijl, nad^ ber ©rflärung §. 20, ber ©umine Don 
jwei redeten Söinfeln gltic^. t5oIgti(^ i|l aud^ bie ©umrne ber 
beiben §Jlebenh)infeI x unb y ber (Summe üon jirei redeten SBinfeln 
gleic^, maö ju betüeifcn mar. 

§. 24. 

©rffarung. 3tt)ei ^o^te SBinfel t)on fot^er Sage, \i(x% 
bie (Sd^enfel beö einen SBinfete bie SSertängerungen ber 
©d^enfct beö anberenfinb, ttjerben ®c^eitettt)infel genannt 
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§. 25. 

Sel^rfa^. Se&c jwei (Sd^eitettDinfcl flnb flteid^ qxo% 

Stg. 11. 

lBorau8fr|ung: 

^ a? uiib ^ z pnt) ©^citeliüinfel. 

JE 

a3eroei§. aWan nel^me einen britten SEBinfel; ^ u, ju §ülff. 
!£)ann l^at man na^ §. 23 

Z * + Z " = 2 91. 
®n nun, menn jirei ©rö^en einer britten glei^ jinb, biefe ani) 
cinanber glei^ fein muffen, fo folgt weiter 

Z^-hZ« = Z^ + Z"- 
Unb tüenn man Don biefen beiben gleid^en ®ummcn ben gleid^en 

SSejlanbt^eil ^ u fubtral^irt, fo mu^ ®Ieic^eö übrig bleiben, alfo 
waB ju beireifen mar. 

Her &ret0. 

§. 26. 

grflarung- 55erÄrei6i|l eine ßinie, beten fämmtlt^e 
fünfte Don einem gen^iffen feften fünfte, rpetd^er ber 
SDIittelpunft ^el^t, gießen Sfbjtanb f)aUn. 

SGBenn man bm Äreiö feiner^ gcinjen ©rftrerfung naij^f 
öejei^nen n)itt, fo nennt man i^n Äreifis^Umfang ober 
jtret6:=^eri<)l^erie. ^tbn bnxä) jtrei fünfte begrenjte 
S^^cil bee Ärelfeö bagegen ^eißt ein Äreie bogen. 

Unter bem ^atbmeffer ober 9labiu6 eineöÄreifeö Der=: 
fielet man eine begrenjte gerabe ßinie, n^etd^e ben 9}littet}}unft 
mit itgenb einem fünfte ber ^erip^erie Derbinbet. Unter bem 
JDur^meffet ober ©iametcr eines ÄreifeS Derfie^t man 
eine begrenjte.gerabe ßinle, tpetd^e burc^ ben ajlittetpunft ge^t 
unb jttjei fünfte ber ^eripl^erie mit einanber Derbinbet. 
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®er ^reiS ifi eine frumme Sinie, unb jroar bie einjige frumtne 
8inie, »el^e in ber Elementar:' Oeometrie betrautet mirb. 
SJlan 6ejei(^net ba^ SBort ^reiS abgefürst bur^ Q- 

§. 27. 

3ttfa^- Sfae ^atbmeflfer, fo tt)ie atte 55urd^meffet eine» 
Ärcifee fln6 Qlnä) tang. 

§. 28. 

SlufgaBe STuö einem gegebenen fünfte, ate gjlittctpunft, 
mit einer gegebenen geraben ßinie, ate ^albmefer, einen jtreie 
ju contiruiren. 

»ig. 12. 

^ (Segeben: 

^/^ /\ M al9 äJlittelpunft, 

MA alö §albmeffer. 

®efu(^t: 
O fluö ^ mit ifii. 

Sonpruction. SJtan bre^c bie gerabe Sinie MA um ben 
fejien (gnbpunft M, fo ba^ fte md) unb nad^ bie Sagen MB, MC, 
MD, 2t. annimmt, biö ba^in, tüo fte roieber in i^re anfänglid^e ßage 
MA gelangt. 2)er SBeg, tüelti^en babei ber anbete Snbpunft A ber 
geraben ßinie MA befd)reibt, i|l ber gefuc^te Äreiö. 

3n ben planimetrifcfcen 3eid)nungen mirb biefe (Sonjlruction mit 
^ütfe beö 3irfel8 ausgeführt. 

S)ie geraben Sinien MA, MB, MC, 2t. fmb §atbmeffer bc8 
entjlanbeneu »Ä^eifeS. 3)ie gernbe ßinie AD, tütlift bmä) ben 
gjlittelpunft M be8 Greifes ge^t, i|l ein S)urd^mejfer beS Äreifeö. 
\ S)ie 9fbfc^nitte AB, BC, CD ftnb Kreisbögen. 

§. 29. 

dufa^. SBenn jirei ober mehrere gegebene fünfte uon 

einem gen^iflfen fejten fünfte gtei(^e §fbflänbe ^aben, fo läfit 

fl^ bur^ jene fünfte eine jtreiö^^erip^erie tegen, t?on 
n?et^er biefer fefie ^unft ber 2JlitteIpunft ifi. 

3. S5. trenn bie «punfte A, B, C, D, ?5ig. 12, gegeben ftnb, welche 
Don bem fcjten ^utifte M gleiche 2fb|länbe MA = MB=^MC = MD 
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f)a\)tn, fo fann man ciuö biefeni fünfte M, atö SWittelpunft, einen 
^reiö conjhruiren, tüelt^er jugleic^ burc^ alle t)ie gegebenen fünfte 
A, B, C, D Qtf)t 

§. 30. 

@rf ISrung* 3tt)ei Äreiöbögen eine« itretfeö tperben g I e i ^ 
lang genannt, trenn fie i^rer ganjen Sfu66e^nung na^ 
fo auf einanber getegt tperben fönncn, baf aud^ i^re dnb^ 
punfte gegenfeitig jufammenfatten. 

Sm entgegengefefeten f?atte ijl 6et eine Äretebogen 6er 
flröf ete unb ber anbete bet f t einet e. 

§.31. 

ßrHärung- Sebe jtteies^^etip^etie tvlxb in 360 gteid^e 
^^eite get^eitt unb ein fot^et SC^eit ein ®tab genannt 
5£)cn ®xab t^eitt man n^eitet in 60 SD^li nuten, unb bie 
SJJlinute in 60 ©ecunben. 

Tlan fc^reibt: ®rab C), 2)linuten Q, ©ecunben ("). @o ^at 
ber §aI6freiö 180', ber SSierteltreiö ober Huabrant 90' 2c. 

S)iefe Sint^eilung ber Äreia^^erip^erie ijl uralt, unb finbet jt(^ 
fc^on bei ben S^albäern unb ben STeg^ptern, t)or ber 3eit ber 
©riechen. 3^re Sntfietjung ^ängt t)ermut[;Ii(^ mit ber fiänge beS 
©onnenja^rS jufammen, totli)t in ben älte|len Seiten nur ungenau 
befannt fein fonnte. Stimmt man nämlidi, irie bei ben alten 
9fegt;}}tern, üor bem (ginfalle ber §^ffoö, bie ®auer beö 3a^reS 
ju 360 Sagen an, unb fefet überbieö üorauö, ba^ bie (Sonne flt^ 
gleichförmig im ?fequator fortbewege, fo beträgt ber SBeg, um 
ttjetc^en bie (Sonne öon einem Sage jum anbern fortriidft, genau 
ben 360|len S^eil beS Ärei8s:Umfang9, ober einen ®rab (gradus, 
©t^ritt). 3n ber SBirftiti^feit ifi aber ber ft^einbare tflgli^e SBeg 
ber (3onne balb etiraS größer, batb tttca^ geringer al9 ein ®rab. 

3n ber franjöftft^en Jftcüolution tüurbe eine neue Sint^eilung 
beS ÄreifeS Dorgenommen, inbem man bie ^reiö^^eriptjerie ju 
400 ober bm Cluabranten ju 100 ®raben, btn ®rab ju 100 SWinuten, 
unb bie SDIinute ju 100 ©ecunben annahm. SJlan finbet biefe ®in=» 
tbeilung no^ in SBerfen jener 3eit^ fte ijl aber niemals üoffflänbig 
in btn ®ebranc^ gefommen. 

35ie SBörter: SJlinute unb ©ecunbe jlnb entjlanben an^ minuta 

9Bittilrin'8(g(em.-aflat^cmatir. I.©b. 2.?fM^ffl. % . 



18 yiantmetrie. 

prima unb minuta secanda, sc. pars, unb rocrben bcfanntlij^ au6) \ 

bei ben Unterabt^eilungen ber 3cit ßtbxanäjt 

» 

§. 32. 

^rHSrung. ©in SBinfct tvixb gemcffen, inbcm man 
au6 feinem ©^eitetpunft, aU üJlittetpunft, jtüifd^en feinen 
©cä^enfetn mit einem beliebigen ^atbmeffer einen äxtx^^ 
bogen conjlruirt, unb bie ßänge biefeö Äteiöbogenö in 
©taben, 9Jlinuten unb ©ecunben auöbrürft. 

3. 85. um ben SBinfel BAC ober a?, gig. 13, ju tncjfen, ton^ 

firuire man au9 bem ©d^eitelpunfte A 
Stg. 13. ätüiff^cu bell ©c^eufeltt biefeS 5Binfefö 

mit einem beliebigen §albmejfer AF einen 
Kreisbogen FG. 3)ic Sfnja^I ®rabe, ; 
SJlinuten unb (Secunben, meiere biefer 
Kreisbogen FG enthält, giebt bie (Sröße 1 
beS SBinfelS BAC ober x an. 
@o ^at ber gerabe SBinfel gleid^ tüie ber $albfrei8 180** 5 ber 
redete SBinfel gleich wie ber Quabrant 90"^ 5 ber SBinfel, meldten 
bie beiben Beiger einer Safc^enu^r 23 2Jlinuten nat^ 12 U^r mit 
einanber cinft^lie^en, beträgt 126° 30'^ 2c. 
SJtan tjergleic^e §. 171 ?fnm. ' 

3)ie ajlejfung ber gSinfel burc^ Kreisbögen foH juerjl 3:^ateS 
um ba^ Sa^r 600 üor 6^ri|li ©eburt eingeführt ^aben. 




3ttieiter Slbfc^nitt 

äSon ben parallelen. 



§. 33. 

ßel^rfa^*). Söenn jn^ei gerabe ßinien einer britten parallel 
Ifinb^ fo fmb fle aud; einanber parallel. 



*) $ter jtnb jubor hit §§. 11 unb 12 gu toieberl^olen. 
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Sifl. 14. 

B $Borau8fe|ung: 



" CD II £F. 

E F Jolgerung: 

^1? II 63). 

83 c tu ei 8. 2Jlan mu^ nat^toeifen, ba^ biz bcibm gcrabcn ginicn 
AB unb CD, fo toeit fte auij verlängert merben mögen, feinen 
^unft mit einanber gemein ^aben (§. 11). S)iefe§ gefc^ie^t in^ 
birect toic folgt: 

®efefet bie beiben geraben ßinien AB unb CD träfen ^inreid^enb 
verlängert in einem Ranfte G jufnmmen. 9ft8bann würben burc^ 
©inen ^unft, G, jmei gerabe Sinien AB unb CD geben, welche 
beibe (nacl| ber 95orau8fefeung) mit einer unb berfelben geraben 
Sinie EF parallel wären. :j)ie§ wiberjkeitet aber bem ©runbfafe §. 12. 

3)er aßiberfprud^ fällt nur bann weg, wenn bie beiben geraben 
ginien AB unb CD feinen ^unft mit einanber gemein ^aben^ 
b. f). jte ftnb parallel, w. j. b. w. 

Sfnmerfung. Unter einem inbirecten ober apagogifc^en SSe:^ 
weife verfielt man einen a3ewei8, in welchem gejeigt wirb, ba^ bie 
?fnna^me, ber ju beweifenbe @afc fei unwahr, auf einen 8EBiber:= 
fpru^ fü^rt. 35amit biefer SBiberfpnic^ aufgehoben werbe, folgt 
fobann bie SBa^r^eit be8 ju beweifenben ©afceö üon felbjl. 

@in inbirccter 83ewei8 fann immer mit btn SBorten angefangen 
werben: ©efefet, ber ju beweifenbe @afe fei unwahr 2c. 

§. 34. 

Sel^rfa^^ Söenn eine t?on jwei ^aratteten üon einer britten 
geraben ßinie bur^f^nitten wirb, fo wirb au^ bie anbete 
^arattete üon biefer britten geraben Sinie but^f^nitten. 



AB II CD, 
AB burdjf^nitten üon EF. 

Solgerung: 

CD bur^fc^nitten ton EF. 




20 Planimetrie. 

^ ©ewcis. SJlan fann mtbtx iubirect beireifcii roie folgt: . 

©ifefet bie Qvcabt ßinie CD werbe ni^t Don EEL bur^fc^nittcn, 
fo weit man axiä) beibe verlängern mag. Sfföbann mü^te EF \\ CD 
fein (§. 11). ?fIfo würben burd^ Sinen ^unft, G, jroei gerabe 
ßinien, AB unb EF, ge^en, weld^e beibe mit einer unb berfelben 
geraben ßinie CD parallel wären. 2)iea wiberjlreitet aber bem 
Ornnbfafce §. 12. 

35er SBiberfpru(^ fällt nur bann weg, wenn CD unb EF ein= 
anber fd^neiben, w. j. b. w. 



§. 35. 

@rf(arung. @inc gerabe ßinie, tvd6)t jtrei ober mehrere 
anbere gerabe Sinien burd^f^neibet, tpirb eine SCran6t)erfaIe 
biefer geraben ßinien genannt. 

@o i|l, in ?5oIge be§ vorigen 8e^rfafee8, bie gerabe Sinie EF, 
Sig. 15, eine SranSDerfale ber beiben geraben ßinien AB unb CD. 



§. 36. 

@rf(Srung. Söenn jttjei gerabe ßinien t)on einer S£ranS=: 
tjcrfale gcfd^nitten tüerben, fo tt^erben getüijfe 5öinfet<)aare, 
t?on« benen ber eine SBinfet an bem einen 55urd^fc^nitt8:^ 
ipunttt unb ber anbere SBinfet an bem anbtvm I5)ur^:= 
fd^nitt6^)unfte feinen ©c^eitetpunft ^at, mit eigenen Flamen 
benannt 9lämtid; : 

ISBed^fetminfet flnb SBinfet, treidle jwifd^en ben beiben 
geraben ßinien unb an uerf^iebenen ©eiten ber Sran8:= 
öerfate liegen. 

®egentt)inf et flnb SBinfel, wel^e an einerlei (Seite ber 
S^ran8t)erfate, ber eine jwifc^en unb ber anbere au^er^alb 
ber beiben geraben ßinien liegen. 

Snnenwinfel flnb SBinM, tt^et^e jtüifc^en ben beiben 
geraben ßinien unb an einerlei ©eite ber ^ran6t)erfale liegen. 



dtoettei ^bfc^iittt. 
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Sifl. 16. 




3. 83. in Sig. 16, wo bie SrauSs^ 
berfale £F bic beiben gerabcu ginien 
^5 nnb CD ft^ncibet, |inb SBct^fcI* 
tüinfcl bie Söinfel 2 unb 1, cbenfo 
3 unb 6. gerner ©egenminfelibie 
SBinfel 1 unb 3, 2 unb 4, 5 unb 7, 
6 unb 8. ©nblit^ 3nnenwinfel 
bie SGBinfel 2 unb 3, unb ebenfo 
6 unb 7. 



§.37. 

IBel^rfo^* SEBenn jrpei gerabe ßinten t?on einer SCrane? 
Detfale fo gefd^mtten rperben, ha^ bie SBedjfetoinfel gleiij^ 
gtofi pnb, fo flnb bie beiben geraben ßinien ^jarattet. 

gifl. 17. 



a3oTau6fe|}ung: 
^ 0? = ^ y. 

golfleTUttfl: 
^J5 II CD, 




S3emei8. 1) 9Jlan benfe |i^ bie gig. 17 erftenS bon i[;rer 
®tette gehoben, jmeitenS umgebre^et (fo wie e8 bie neben- 

fte^enbe giffur jeigt), unb enblic^ brit^ 
tenS fo mieber niebergelegt, bc\^ ber 
^unft H ber jmeiten ?5igur auf G ber 
erften, unb ber ^unft G ber jtüeiten 
?5igur auf H ber erften fällt, ©obann 
faßt bie SEranSberfale FE ber jmeiten 
?5igur mit ber Sranöberfale EF ber 
erjten ?5igur i^rer ganjen ©rjkedfung 
na^ jufammen (§. 9). gerner fäHt 
^ X ber jtoeiten gigur auf ^ y ber erften gigur, ba beibe nad^ 
ber aSorauSfefcung gleid^ groß jlnb} fotgtid^ mij bie gerabe 
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Planimetrie. 



ßinie DC btt }tpcitcn fSigur auf bie gcrabe ßinie AB btt erflcn. 
6nbli^ fällt, aus bemfelben ®runbe, ^ y btt jtpeiten Sigur auf 
^ a? bcr erftenj folglid^ auc^ bie gerabe ßinie BA btt jtpciten 
öigur auf bie gerabe ßinie CD ber erjlen. Äurj, bie gegebene 
Sigur fann, vermöge ber SSorauSfefeung Z,^'=' ^.Vi^^ umgefe^rter 
Sage mit ^ä) felbft jur 35etfung gebracht merben. 

2) Slad^bem bieS feflfletjt, fann ber übrige SE^eil beS SSemeifeS 
inbirect geführt werben mie folgt: 

©efefct bie beiben geraben ßinien AB unb CD feien nid^t parattef, 

fonbern treffen jtc^ j. 58. über B unb D ^inauS in einem fünfte M, 

Sigur 18. SftSbann müfte, meil nad^ bem SSorigen bie ?5igur in 

umgefel^rter ßage mit fxä) felbft jur 35etfung gebracht werben fann, 

»9. 18. auij über A unb C ^inauS ein ^unft N 

ejrifHren, in weld^em biefelben beiben 
geraben ßinien, ^inreic^cnb öerlängert, 
jufammentreffen mürben. 3)ie beiben 
geraben ßinien AB unb CD I}ätten alfo 
yM iiüci fünfte, M unb N, mitcinanber 
gemein, o^ne fclbft jufammenjufaffen. 
35ie8 tüiberfprit^t aber bem ®runb:= 
fafce §. 9. 

S)er SBiberfprud^ fäHt nur bann weg, wenn bie beiben geraben 
ßinien AB unb CD feinen ^unft mit einanber gemein ^aben, fo 
weit man jie auc^ üerlängern mag 5 b. f). fie fmb parallel, w. j. b. w. 

§.•38. 

Sel^rfa^* 9Bcnn jwei gerabe ßtnten t?on einer SCranö^ 
berfate fo gef^nitten twrben, baf bie ®egenwinfet Qltid) 
grof flnb, fo jlnb bie beiben geraben ßinien ^jarattet. 

»9. 19. 



$8 r a u d f e I u n g 
^ a: = ^ w. 

golgcrung: 
AB II CD. 





SSetoeiS. 2Jlan nel^me beu SQBec^feltüiufct öon a?, nämtid^ ^y, 
ju §ülfe. Snsbanu ift nad^ betn 8cr;rfatc §. 25 

Sfber nati^ bcr SBörnuSfefeung ijt 

Unb ba, toenn jmei ®röfcn einer britten gleic^ fmb, beibe nuc^ 
unter einanber gleich fein müjfcn, fo folgt 

hieraus aber folgt na^ bem ße^rfafce §. 37, bnf bie beiben 
fleraben ginien AB unb CD parallel finb, m. j. b. tr. 

§. 39. 

Sel^rfo^. 9Benn jirei gerabe ßinten t?on einer S£ran8t?erfale 
fo gefd^nitten rperben, baß bie Summe ber 3nnenrt)in!et jirei 
Sichte beträgt, fo ^nb bie beiben geraben ßinien JfaxaM. 




S3oTau6fe|}ung: 

Solgcrunfl: 
AB II CD. 



©emeiS. SJlan neljme ben SBec^felirinfel bon x, nämlic^ /^y, 
ju §ülfe. Snebann ift nad^ bem ße^rfafee §. 23 

Sfber nad^ ber SSorauSfe^ung ift 

Z^ + Z^ = 2 9t. 
Sfu8 biefen beiben ©leid^ungen erhält man 

unb menn man auf beiben (Seiten biefer ©leid^ung itn gleichen 
SBinfel is fubtral^irt, 

Z^ = Zy. 

§ierau8 aber folgt na^ bem ße^rfa^e §. 37, ia^ bie beiben 
geraben Sinien AB unb CD parallel finb, to. j. b. m. 



24 $Iantnietne. 

§. 40. 

Sel^rfa^. SBenn imi ^aratteten t?on einer SCranöDerfate 
burc^fci^nitten rperben, fo ftnb )e5e irret fBtäj^tlwmfd 
Qitxä) grofi. 

(Umfc^rung beö ge^rfafeeS §. 37). 
»19. 21. 



lBoTaudfe|}ung: 
.4J5 II CD. 




golgerunfl: 
^CaG = ^ BGH. 



aSemeie. ©efefct bie SSBe^feltüinfel Ciy6? unb BGH feien nic^t 
fllei^ Öi^o^, fo fönnte j. S3. erjtenS ^CHG Heiner al8 Z^BGU 
fein. Sftebann fönnte man ben Söinfel CHG nm einen SBinfel OT/ 
Dergrö^ern, fo ba^ bie ®umme beiber, ober ^ i^ö, fo gro^ mie 
^ ^G^Ä tüürbe. Sfu8 ber ©leit^^eit ber SBet^felminfel IHG nnb ÄGiST 
folgt ferner na^ bem ße^rfafee §. 37, io.^ AB \\ IK ift. maij ber 
aSorauSfefeung ift aber jugleic^ AB \\ CD. STIfo Ijat man jtüei burd) 
einen ^unft H ge^enbe gerabe ßinien, treibe beibe parallel mit AB 
pnb, unb bieS miberfpri(^t bem ©runbfafce §. 12. 

SBenn jmeitenS ^CHG größer al8 /^BGH tüäre, fo mürbe 
man burt^ ä^nli^e ©c^täjfe glei^fattö ju einem SBiberfprudje mit 
bemfelben ©runbfafee §. 12 geiaqgen. 

S)er SBiberfpruc^ fäW nur bann meg, menn ^ Ci/G = ^ l?GÄ 
ift, tt). ä. b. tt?. 

Sfnmerfung. Unter ber Umfetjrung eineö ße^rfafeeS berjh^t 
man einen ®a^, melt^er bie SSorauSfefeung beS erfien als golge^j 
rung, unb bie Folgerung be9 erften al8 SSorauöfefeung enthält. 
@o war in bem ße^rfafce §. 37 bie S3orau8fefeung: „JDie SB.ec^feI=: 
minfet jtnb gtei^", unb barauS würbe bie gotgerung nac^getüiefen : 
„J)ie geraben ßinien fuib parallel", dagegen in ber Umfe^rung 
i>iefea ße^rfafceS, nämtid) in bem borfte^enben ße^rfafee, ijt bie 



dtoeitei «(bf^nitt. 25 

SBorauSff|ung : „2)ie geraben ßinien fmb parallel", un5 5arau8 
bie ijolgcrung: „Die SBet^felminfet fmb glei^". 

9Bcnn ein (Safe toaijv i% fo barf man i[}n nit^t o^ne SBeitereS 
iitnfe^ren uwi} biefe Umfet;rung filr toaijx galten. SSielme^r bebarf 
jebe Umfe^rung immer erft einer befonberen Unterfud^ung, unb 
muß alfo, wenn jte ftA atS juläfftg §erau8ftettt, befonberS bemiefen 
tücrben. Um ftt^ babon jn überjengen, betrachte man j. 83. btn 
erflen ße^rfafe ber Planimetrie, §. 18, welker in ber gehörigen 
t5orm auSgefproc^en lautet: „Söenn jtüei SBinfel gerabe SGBinfel 
ftnb, fo fmb ftc gleich groß". Söottte man biefen @afe nmfetjren, 
fo mürbe man erhalten: „SBenn jwei SBinfel qUO) groß jinb, fo 
\ix\b jie gerabe SBinfel" 5 ein @afe, bejfen Unrid)tigfeit auf ber 
^anb liegt. 

§. 41. 

ßel^rfa^. SBenn itvtx ^aratteten t?on einet SCranöt^erfale 
fcitr(3^f(^nitten irerben, fo jlnb \tbt itvtx ©egenirinf el gtei^ groß. 

(Umfe^rung be8 8et;rfafee8 §. 38.) 




SBoTaudfejjung: 
AB II CD, 

golflerung: 
^ CHG = ^ AGE. 



f&ttvtiß. 2fu8 bem tjorigen 8et}rfafee §. 40 ift f^on befannt^ 
bci^ au8 ber 5Borau8fefeung AB \\ CD folgt 

^ CHG = ^ BGH. 
Sfber nad^ bem ße^rfafc §. 25 ifi 

^ AGE = ^ BGH, 
unb au8 biefen bciben ©leit^ungen fc^ließt man 

^CHG = Z ^öje, 
ir. j. b. m. 



.•I 



1 
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§. 42. 

Sel^rfa^. 9Benn jirei ^arattelcn t?on einer 3^ran8t?erfate 
burd^fd^mtten mxbm, fo bettagen Jebe jiret Snnenrptnfet 
iufammen itvti dttä)tt. 

(Umfef;rung be8 ße^rfafccS §. 39.) 
»id. 22. 



SBoraudfejjung: 
AB II CD. 

Solgerung: 




F 

SSetoeiö. STuö bem ße^rfafee §. 40 ifl fd^on befannt, ba| auö 
ber 85orau8fefcung AB \\ CD folgt 

SBenn man auf beiben ©eiten biefer ®lei(i^ung ben SBinfel ^löH 
abbirt, fo \)cA man ferner 

S(ber na^ bem 8ef;rfafee §. 23 ift 

^ ^CÄ + 2; ilGÄ = 2 91, 
unb aus bicfen beiben ©lei^ungen fc^Iie^t man 

^ CHG +^Z. ^^B = 2 91, 
tv. j. b. to. 

§. 43. 

Bttfa^. 9Benn jmet gerabe ßinten t?on einer S£ran8t?erfale 
fo gef^nitten werben, ba^ bie SBe^fetoinfet ungteid^ flnb, 
ober bie ©egenrpinfet ungleiij^ flnb, ober bie 3nnentt)infet 
jufammen nii^t jttjei Stetste betragen, fo muffen bie beiben 
geraben ßinien ^inrei^enb t?ertängert einanber burc^f^neiben. 

tiefer @afc bilbet ben Uebergang jum 35reietf. 



XxitUt «bf^nttt 
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S)ritter Slbfe^nitt 



§. 44. 



ßtHäruiig. ©in ©reiedf ijl ein b\xx6) brci ^6) fd^nei= 
ben&e gerabe ßinten umgrmiter S^cit einer @6ene. 

SDie S)ur^f(^nitt8punfte 5er brei geraben ßinien Reifen 
fcie ©dfpunfte beö ©reiedfe} bie itvijäjtn biefen ©dEpunften 
entl^attenen begrenjten geraben ßinien bie (Seiten beö 
SEJreiedEö} unb bie Don ben ©eiten eingef^Iojfenen SBinfet 
bie SBinfet beö ©reiecEö. 

3cbe8 Xireiei f)at brei (Selten unb brei SBinfel, iretd^e jufammenss 
genommen bit fed^S ffiefianbtl^eile beS 35reietf8 genannt 

ttjerben. JDie brei (Seiten btQ ©reietfö ABC, 
f?ig. 23, ftnb AB, BC, AC, unb feine brei 
SBinfel ftnb CAB, ABC, BCA, Seber SBinfel 
ttjirb üon jwei Seiten eingcfc^Ioffen , unb 
eine (Seite liegt i^m gegenüber. Seber (Seite 
liegen jn^ei SBinfel an, unb ein 2BinfeI 
liegt i^r gegenüber. 

S)a8 ©reiei ifi bie einfati^fte geft^Ioffene Sigur, b. ^. bie^ 
jenige, weld^e üon ber geringften Sfnja^I (Seiten begrenjt irirb. 

3Jtan [einreibt abgefürjt A ABC. 

§. 45. 

Sel^rfa^. ®ie (Summe ber brei SBinfel eines ©reiecEö 
ifl ^Uiä) jtpei reci^ten SSinfeln. 




Sid. 28. 




SSoraudfe^ung: 

ABC ifi ein ©reietf. 

golgerung: 
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9)(antmetrte. 



grfter 83 e tu ei 8. SJtan lege burc^ ben ©tfpunft B 5ed 

JDreietfe ABC, gig. 24, eine gcrabe 
ßinie P£ || AC. Sflsbann ^at man 
aus §. 40, inbem man AB mit 
^ranSöerfale anjie^t 

2, CAB = ^ DBA. 
(Sbenfo inbem man CB wie Sran6* 
üerfate anficht 

Z,ACB = ^ EBC. 
JBilbet man enblii^ noi) bie iben^? 
tif^e ©Icit^ung . 

^ ABC =;= ^ .450 

unb abbirt biefe brci ©teic^ungen, fo erhält man als (Summe 

Z.(^^ + Z, ^^^ + Z ^^^ = Z ^^^ + Z ABC-j- z b:bc. 

Sfber bie (Summe Z ^^^ + Z ^^^' + Z ^^^ tnacl)t einen 
geraben SBinfel auS, ober ift glei^ 2 91 ^ folglich muß au(^ 

^ Ci4^ 4- Z ^^C + Z ^^^ = 2 91 
fein, tv. j. b. m. 





3iüeiter 83emeiS. SJlan lege burt^ bm ©tfpunft B bt$ 

S)reiet!S ABC, gig. 25, eine gerabe 
ginie BE \\ AC unb verlängere AB 
über 5 ^inauS na^ F. Sftsbann 
Ijdt man aus §.41, inbem man AF 
irie SranSberfate anfielet 

Z C?i4Ä = Z ^^^• 

Sbenfo auS §. 40 inbem man CB 

wie S^ranSüerfale anjiel^t 

^ACB = ^EBC. 
aSitbet man enblic^ nodb bie ibentift^e ©leic^ung 

\/ABC==^ABC 
unb abbirt biefe brei ©teit^ungen, fo finbet man als (Summe 

Z ABC + Z ^C^ + Z ^^^ = Z >45C7 + z ^^^ + Z ^^^' 
Sfber bie (Summe Z ^^^ + Z ^^^ + Z ^^^ "^^^t einen ge:= 
raben SBinfel aus, ober ifl gteiti^ 2 9I5 folglich muß aut^ 

^ ^^C + Z ^^^ + Z Ci4Ä = 2 91 
feiU; to. }. b, w. 




TitiUn $(bf(^nitt. 29 

Xiritter Sern ei 8. 9Jlan lege biirc^ btn Srfpunft B 5eS Sireierfö 

ABC, gig. 26, eine gerabe 8inie 
BE\\AC. Sftsbann f)at man mä) 
§. 42, inbem man AB wie SranS*: 
üerfale anfielet 
^ Z,CAB-{-^ABE = 2m, 

tüofttr man auä) [(^reiben fann, ba /^ ABE au8 ben beibeti 

^ C^Ä + ^ .l^C + ^ C5£ = 2 gt. 
tfcrncr ifl nat]^ §. 40, inbem man CB mie SranSüerfale anfielt 

Solglic^ borf man in ber üorigen ©feiti^ung ^ ACB für ^ CM 
an bie ©teile fefeen, »obur^ man er[;ält 

ZCAB + ZABC + Z ACB = 2 9t, 
tu. }. b. tt). 






§. 46. 

@rf larung . Unter einem Sf u f e n rt) t n f e t etneö ® retedfö 
uerflel^t man einen ^o^ten SSinfet, tvtl6)n eine Seite unb 
bie fBertängerung einer anberen (Seite beö ©reiedfö ju 
O^enfetn ^at 



§.47. 

iSel^rfa^. Seber Sfuf enminfet eine« S)reiecE6 ifl Q{tx6) ber 
®umme ber beiben inneren i^m ni^t anttegenben SBinfet 
beö 5)reiedE6. 



lBoraudfe|}ung: 

i45 ift tjerlänflert nac^ D. 

Solgerung: 

B — ^ z.^^^ = z. ^^^ + z ^^^. 

©eroeiö. ?tac^ bem ße^rfafee §. 45 ifi 

^ CkÄ + ^ ABC + ^ ilCÄ = 2 91. 




h — 
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efcetifo ijt naä) §. 23 

^ ABC + ^CBD = 2flt. 

Sfu8 biefeti beiben ©leid^ungcu folgt 

2, ABC + ^ CTD = 2, ^AB + ^ ABC-^- ^ ACB 
unb meiin mau auf bcibcu ©citen biefer ®tei(^uug bcn SBinfel 
ABC fubtra^irt, fo erhält mau 

- ^ CBD = ^CAB-j- ^ ACB 

lü. j. b. tt). 

STumerfuug. SJtau fami bicfen ßc^rfafc aut^ bor §. 45 jleHen 
unb unabhängig üou bicfem ^aragrap^ bcweifen, wobei gig. 25 
ju benufeen ifl. Sflöbanu lä^t ft^ bcr SScmeiS üon §. 45 auf 
biefen ßc^rfafe fHifcen. 

§.48. 

3ufa^. ©in Sfuf enirtnf et eineö SDreiedEö ifl gröf er ale Jeber 
btx beiben inneren i^m nid;t antiegenben SEBinfet beö ©reierfö. 

©0 ifl in bcr tjorigen gigur 

^ CBD > ^ C^Ä 

unb Z.^^^> A ACB. 
§. 49. 

grflarung. 2Jlan t^eift bie ©reiecfe in (RiicEjlc^t auf i^re 
SGBtnfet in 1) f^jifeivinf etige ©reiecEe, in 6enen äffe SBinfel 
ft)ife t^nb) 2) r ed;tirinf elige ©reiedfe, in benen einSBinfel 
ein red^ter ijl) unb 3) jlum|)ftt)inf etige SDreiedEe, in benen 
ein SBinfet ein ftumpfer ijl. 

Xier ®runb für bicfe SintCjeilung ber Dreietfe liegt in bem Se^r* 
fafce §. 45, auS tüctc^em man teic^t ft^Iiept, ba^ in "einem 3)reie(fe 
niemals me^r al8 @iu red^ter ober ©in ftumpfer SBinfel enthalten 
fein fann. 

§. 50. 

grflarung. 3m red^tirinfeligen SDreiedEe Reifen bie ben 
rechten SSinfet einf^tiefenben (Seiten bie Äat^ et en, unb bie 
bem regten SBinfet gegenüberüegenbe Seite bie ^ ^ |? o t enu f e 
beö SDreiecES. 

JDie 83enennungeu Äat^ete unb §t;poteuufe jinb griet^ifd^en 
UrfprungS. ^at^ete bebeutet tnörtlid^: l^erabgefenfte (b. i. fenfrec^te) 
ßinie, unb §^potenufe: baruntergefpannte Sinie. 
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§. 51. 

®rf laruna- man t^eilt bte ©reiccfc in Slücf jlc^t auf i^re 
(Seiten in i) gtcid^feitige SDtciecfe, in bcncn ade brei 
(Seiten gtci^ gtof jtnb5 2) gteirfifdjenf etige ©teiedfe, 
in benm jirei ©citen gteid^ groß jinb) unb 3) ungleici^ts 
fettige ©reiedfc, in bencn bic brei (Seiten ungtei(^ flnb. 



§. 52. 

SrflSrung. 3m gtei^fd^enfeligen SDreiedfe Reifen bie beiben 
gleiten (Seiten bie(Sd^enfet, bie britte ©eite bie ®runb=: 
linie (SSajlö), xmb ber ber ©tunbtinie gegenübertiegenbe 
erfpunft bie ©pifee beö ©reierfö. 

§. 53. 

@rf (arung. 3tvn f?iguren rperben c o n g r u e n t genannt, 
wenn fle fo auf einanber gelegt n?erben fönnen, ba^ fie in 
atten i^ren ffieflanbt^eiten jufammenfatten ober einanber 
berfen. 

Daö Söort ,,congruent" barf man nic^t mit bem SBorte „gtcit^" 
ücrwc^feln, beim baS lefete wirb bei gcf(^Iojfenen Siguren in ber 
SBebeutung „in^altSglei^" gebraucht (f. §. 113). 3. S3. ein S)reiet! 
unb tin ^reis fönnen niemals congruent fein, b. b, einanber 
berfenj aber wo§t fönnen jte einanber gleich fein, b. b. gleichen 
Släd^enraum einfc^lie^en. 

2Jlan gebraucht baS Seiten ^ für congruent. 

§. 54. 

3ufa^. 3n congruenten ©reiecfen üegen gleichen ©eiten 
Qitiä)t JSinfet, unb gteii^en SSinfeln gleite ©eiten gegen=: 
über. 

Tlan fann bieS anij fo auöbrütfen: 3n congruenten JDreietfen 
finb aHe gteit^Iiegenben SSeftanbt^eile gteic^ gro^. STföbann [)at 
man unter gleit^Iiegenben ©eiten folc^e ju oerfte^en, welche gleichen 
SBinfetn gegenüberliegen 5 unb unter gleic^tiegenben Söinfeln fott^e, 
wel^e gleichen ©eiten gegenüberliegen. 
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f)(aninietnf. 



»ig. 28. 



C 



A^ 




'bd^ 




E 



3. 93. toetin man üoraudfej^,^ 
Sig. 28, baf A .4^(7 = A Mf\ 
fei, b. ^. baf mau biefe beiben 
2)reie(fe fo auf eiuaubcr leßcn Wime,. 
\>c[^ D auf Ä, B auf B unb i?* auf C 
faßt, fü fülflt barauö fogleic^ 

AB = DE , AC = DF , BC = EF 

too bie cinanber geflenüberliegeubeu 85ePaubt^eiIe eines DreieÄ 
Je unter einanber gefc^rieben finb. 

STnmerfung. ©uflibeS, melc^er in feinen ©lementen ein SBort 
fftr „congruent" nic^t [}at, umft^reibt e8 immer in ber obigen SGBeife^ 
inbem er fagt, alle (Seiten unb alle SBinfel ber beiben Dreiecfe feien 
bejie^ungöireife gleid) gro^. 



(ßxftt l!lreteck0-(!ronßructton. 

§. 55. 

Aufgabe. ?ruö einer gegebenen ©ette unb btn htibtn 
t^r antiegenben SBinfeln ein ©reierf ju conjlruiren. 



(Segfben: 

MN als (Seite, 
^ X als antiegenber SBinfel, 
j/ y als anliegenber SBinfel. 

35aS 35reietf. 



Sonftruction. SJtan jie^e eine gerabe ßinie AB, unb ma^e i 
biefelbe fo lang mie bie gegebene MN, (Sobann lege man im ' 
spunfte A, als ©t^eitelpunft an bie gerabe ßinie AB, als (St^enfel, , 
einen SBinfel BAC gleich bem gegebenen /^x, Sbenfo lege man 
im fünfte B, als (Sc^eitetpunft, an bie gerabe ßinie BA, als (Sd^nfel,- 
einen SBinfel ABC gleich bem gegebenen ^ y. SJerlängert mau 
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enblic^ bie ©c^cufel biefer beiben SBinfcI bis ju i[;rem Durc^fcbnittö- 
pnnftt C, fo ift ABC ba^ gefugte J)rciecf. 

Sietermination. Die Sfufgabe ift nur möglich, fo lange bie 
aScbingung 

Z^ + Zy<29t 
erfaßt ifJ. 

§. 56. j:' 

Sel^rfa^. SBcnn in jirct ©reicrfen eine ®eite unb bie 
beiben i^v antiegenben SBinfet gegenfeitig gleid^ jlnb, fo flnb 
bie SDreiecfe congruent. 

Sig. 30. aSoTaudfejjung: 

AB = DE, 

^ BAC = ^ EDF, 

^ ABC = ^ DEF. 

JoIgeTung: 

J57 AABC^ADEF. 

©eroeiS. dJlan lege bie teiben Dreiecfe ABC unb DEF fo auf 
einanber, ba^ DE auf AB faßt, b. t}. D auf A, unb £ auf B, 
totläjt^ möglich ifl, ba beibe Seiten nai) ber S3orau8fefeu]ig gleid) 
groß finb. Sfföbann muß auc^ ber @d)enfel DF ber ßage nat^ 
auf ben ©djenfel AC fallen, meil nac^ ber S3orau8fefeung ^ 5^4(7 
= ^ EDF ifl. gerner muß ber @d|cnfel £F ber ßage nac^ auf 
btn ©t^enfel BC fallen, n^eil nac^ ber S5orauafcfeung ^ ABC 
= ^ DFF ijt. (gnblit^ mup au^ ber S)urd)fc^nitt8punft F mit 
bem S)urc^f(%nittSpunft C jufammenf allen, toeil, mie fo eben De* 
ttJicfen, bie in F ^ä) f^neibenben geraben Sinien DF unb EF ein^ 
jeln genommen, mit btn in C fic^ fc^neibenben geraben ßinien AC 
unb BC jufammenfallen. 

f5oIgti(^ beien bie beiben X>reiedfe einanber, unb flnb baber con= 
gruent, w. j. b. ro. 



c 


F 


,/^., 




/' \ 


/ \ 


X \ 


/ \ 


/ \ 


/ \ 


/ \d T^/l 


''^ \ 



3ttiette !>reteck0-(!E0nftrurtion. 

§. 57. 
^uf{)aBe. ?fu8 einer gegebenen Seite, einem i^r anliegenbcn 
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9)(antmetite. 




SBtnfet unb bem t^r gegcnüberticgenben SBinfct ein S)teiedf 
ju conftruirm. 



® e geben: 

MN al8 (Seite, 
^ a? da anliegenbcr Söinfel, 
^ Ä alö gegenüberliegenber Söinfel. 

S)aa 35reiecf. 

Sonftruction. SJlan jielje eine gerabe Siiiie AB, unb mad^e 
biefelbe fo lang, n^ie bie gegebene MN. ©obann lege man im 
fünfte A, lila ©c^eitclpunft, an bic gerabe ßinie AB, aU ©(^enfel, 
einen SBinfel BAC Qhiij bem gegebenen ^ x. ßbenfo lege man 
{ba ber ©(^eitetpunft beS gegenübetliegenben SBinfete noc^ unbe^ 
!annt ift) glei^faff8 im fünfte A, ata ©t^eitelpunft, an bie gerabe 
Sinic AC, als ©d^enfel, einen SBinfel CAD gteic^ bem gegebenen 
^ Ä,. unb jic^e bur^ B eine gerabe ginie BC \\ AD. SBenn man 
nun bie geraben ßinien AC unb BC l^inreid^enb verlängert, bis ^e 
jtd^ in C burc^fi^neiben, fo ifl ABC ba^ gefugte S)reietf. 

Determination. 3)ieSrufgabe ifl nur möglid^, fo lange bie 
SBebingung 

erfüttt ifl. 



§. 58. i/. 

Sel^rfa^. SBenn in jiret ©reiedPen eine (Seite, ein i^r 
anftegenber SEBinfet unb ber i^r gegenüberftegenbe SBinfct 
gegenfeitig gtetd^ flnb, fo flnb bie ^reiecfe congruent* 



Stg. 30. 



SSorau6fe|ung: 




^BD 




AB 
^BAC 
Z,ACB 



DE, 

^EDF, 

^DFE. 



golflerung: 
AABC— ADEF 
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93 e tu ei 8. Sfu6 ber ®leit^[)cit jtüeier SBinfcl in jmei (Breietfen 

folgt, Dennöfle beS Se^rfafceö §. 45, immer fogleic^ ani^ bie 

®Icit^^eit beS britten SBinfelS. @8 ift alfo in ben üorliegenben 

35reieien aucb 

^ ABC = ^ D£F. 

3)a nun in ben beiben S)reiedfen eine ©eite nebft bm beiben i^r 
anlicgenben SBinfeln ö^fl^^f^ittg gleidj jtnb , fo ftnb mä) §, 56 
bie beiben JDreietfe congruent, m. j. b. tv. 

Sfnmerfung. (Die beiben ßeljrfäfcc §. 56 unb §. 58 fann man 
jfurj in folgenben @inen @afe jufammenfaffen : SBenn in jwei 
2)reie(fen eine (Seite unb irgenb jwei glei(^liegenbe SBinfel gleidj 
finb, fo jinb bie 2)reietfe congruent 

Uritte Zlretecks-iironßnictton. 

§. 59. 

Aufgabe. §(uö itvd gegebenen (Seiten unb bem toon bicfen 
(Seiten eingefd^tojfenert SBinfel ein 2)reiedE ju conjlruiren- 

Stg. 32. 



—N 




® eg eben: 

MN unb PQ al8 Seiten, 
^ X als cingefc^fojfener SBinfet. 

©efud^t: 

S)a8 J)reietf. 



(Sonfiruction. 2Jlan jie^e eine gerabe ßinie AB, unb mac^e 
biefelbe fo lang wie bie eine gegebene Seite MN. Sobann lege 
man im fünfte A, al8 (Sc^eitelpunft, an bie gerabe ginie AB, 
afö (Sc^enfel, einen SBinfel BAC gleich bem gegebenen ^ a?, unb 
mad^e bm (S^enfel AC bicfeö SBinfelS fo lang mie bie jtoeite 
gegebene Seite PQ. S\tl)t man enblic^ BC, fo ift .l^C baQ gefuc^te 
©reietf. 

35etermination. 35ie STufgabe ifi nur mßglit^, fo lange bie 
SSebingung 

erfttttt ijt. 
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yianimrtnr. 



©rjier ©eireiS. aWau lege bmij ben ©dfpuuft B bei 

J)reietf6 ABC, WiQ. 24, eine gerabe 
ginie DB \\ AC. snsbann ^at man 
au6 §. 40, inbem maw AB tm 
^ranSüerfale anjle^t 

Z.CAB = ^ DBA. 
@benfo inbem man CB mie %xan^ 
üerfale anfielt 

aSilbet man enbli^ noc^ bie iben^^ 
tifc^e ©leic^ung . 
^ ABC =:= ^ ^ÄC 
unb abbirt biefe brei ©leic^ungen, fo erhält man al6 Summe 
^CAB + /^ABC + /^ACB = Z, J>BA + ^ iiBC+ ^ ÄÄC. 

?fi>er bie (Summe ^ PÄii + Z ^^^' + Z ^^^ tn^^t einen 
geraben SBinM au9, ober iji gleich 2 81^ folglich mu^ auc^ 

Z.CAB + Z, ^^C? + ^ i4CÄ = 2 91 
fein, ir. j. 6. m. 





3 weiter IBemeie. SJlan lege burd^ \)z\\ ©dfpunft Ä beS 

3)reietf9 i4ÄC, gig. 25, eine gerabe 
ßinie BE^AC unb verlängere AB 
über Ä ^inauö na^ E. SttSbann 
6at man au6 §.41, inbem man AE 
mz Sranöüerfale anfielet 

^ CAB = 2, BBF. 
Sbenfo au8 §. 40 inbem man CB 
tvit ^ranöüerfale anjle^t 
^ ACB = ^ EBC. 
85ilbet man enblit^ nocfe bie ibentift^e ©lei^ung 

unb abbirt biefe brei ©leic^ungen, fo finbet man al6 (Summe 

^ ABC + ^ ilCÄ + ^CAB = Z.ABC'^Z. ^^^ + Z ^^^• 
9fber bie (Summe ^ i4ÄC + ^ £J5C + ^ EBF maijt einen ge^^ 
raben aSinfel au9, ober ijl gleich 2 Slj folglich mu^ aud^ 

^ i4ÄC + ^ ilCÄ + i:; C.4Ä = 2 81 
fein, w. j. 6. w. 
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abrittet ©cmciö. SJlan lege biirc^ ben gtfpunft B bea 3)reietfd 

»»fl. 26. ABC, gig. 26, eine gerabe ßinie 

C BE\\AC. SriSbann f)at man natfe 

^E §. 42, inbem man -4^ wie Sranö^ 

Derfale anfietjt 

^ Z ^^ + Z ^^^ = 2 91, 

ttjofür man ani) [(^reiben fann, ba Z ^^^ ^^^ ^^^ itibm 

SE^cilen Z ^^^ «"^ Z ^^^' H^^^ 

Z,CAB + ^ ABC + Z ^^^ = 2 9t. 

t?erner ijl nat^ §. 40, inbem man CB mie Xranöüerfale anjte^t 

^ACB = ^ CBE. 

fjolglid^ batf man in ber vorigen ©leic^ung Z ^^^ föt Z ^^^ 

an 5ie (Stelle fefeen, woburt^ man er[;ält 

^ CilB + ^ i4ÄC + ^ i4CÄ = 2 91, 

to. j. b* tt}. 



§. 46. 

SrHarung. Unter einem SfufentDinfel eines ©retedfö 
t^erfle^t man einen ^o^Ien SBinfel, tt?eld^er eine (Seite ünb 
fcie 58erlängerung einer anberen (Seite beö ©reiedfö ju 
<S(]^enfeIn l^at. 



§. 47. 

ßel^rfa^. Seber Sfuf entt^infel eines SDreiedfS ift glei^ ber 
@umme ber beiben inneren i^m nid^t antiegenben SBinM 
fceS ©reiedfS. 

r. 

SSoraudfr^ung: 

AB iji üerlänflprt nac^ J>. 

golgerung: 
^" B ^ j/^CBJ> = ^ CAB + Z ^^^. 

©eraete. ^aij bem ße^rfafee §. 45 ijl 

^ CkÄ + Z ABC+ Z. ^^^ = 2 91. 




30 9)Ianimetrte. 

ebmfo ijl naä) §. 23 

2fu6 biefeu beibcn ©Icic^unßcn folgt 

2, ABC + ^ C5D = 2,CAB + ^ ABC+ Z, ^CB 

unb ireini man auf beibcn (Seiten biefer ©leit^ung bzn SBinfel 

ABC fubtra^irt, fo erhält man 

- ^ CBD = Z,^AB + Z. ACB 
tD. j. 6. tu. 

Sfnmerfung. SJtan fann biefen ße^rfafe anij Dor §. 45 fleHen 
unb unabhängig Don biefem ^aragrap^ bettieifen, wobei ??ig. 25 
ju benu^en iji. ^Ttebann lä^t [xäj ber SSemeiö üon §. 45 auf 
biefen Se^rfafe jlüfeen. 

§.48. 

3ufa^. @in STuf entDinf el eine6 SDreiedfö ifl größer aU Jebcr 
ber beiben inneren t^m nid^t anitegenben SGBinfel beö ©reiedfe. 

©0 ijl in ber üorigen gigur 

^ CBD > ^ CAB 

unb Z.^^^> Z. ACB. 
§. 49. 

©rflärung- aJlan t^eilt bie ©reiedfe in miidffic^t auf i^rc 
SBinfel in 1) fpifeminf elige ©reiedfe, in bcnen alle SBinfel 
\p\% finb 5 2 j r e d^ t n) i n f e li g e ©reiedfe, in benen ein ISBinf cl 
ein red^ter ijlj unb 3) jiumpftt?inf elige S)reiedEe, in benen 
ein SGBinfel ein flumpfer ijl. 

3)er ®runb für biefe ®int^eilung ber ^reiedfe liegt in bem ße^r^^ 
fa^e §. 45, au6 meiern man lei^t fc^Iie^t, ba^ in einem ÜDreiedCe 
niematt me^r att @in ret^ter ober ©in jlumpfer SBinM enthalten 
fein fann. 

§. 50. 

@rf(ärung. 3m red^ttt?infeligen ©reiedfe Reifen bie bvx 
redeten SGBinfel einfd^tiefenben ©eiten bie Äat^ eten, unb bie 
bem redeten SBinfel gegenüberliegenbe ©eite bie $ ^p o t enufe 
be6 S)reiecfö. 

iDie Benennungen ^at^ete unb §t;})otenufe jinb grieti^ifc^en 
UrfprungS. Äat^ete bebeutet wörtlit^: ^erabgefenfte (b. i. fenfree^te) 
ßinie, unb §^potenufe: baruntergefpannte ßinie. 
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§. 51. 

®rf ISruna- aJlan t^eilt 5ie ©reiecfe in mücffic^t auf i^re 
®eiten in l) gtei^feitige S)reiecfe, in bcnen äffe 5rei 
(Seiten qUO) Qxof fxnbj 2) ßlcid^fdjenf elige SDreiedfc, 
in benen stt?ei ©eiten gleid^ grof finbj unb 3) ungleid^:: 
fettige ©reiecfe, in benen bie brei (Seiten ungleid^ finb. 

§. 52. 

(Srflarung. 3m gleid^fd^enfeügen S)reiecfe Reifen bie beiben 
gleiten ©eiten bie ® d^ e nf e I, bie britte ©eite bie @ r u n b=: 
linie (SSafiö), imb ber ber ©runblinie gegenüberliegenbe 
(Sapmtt bie ©pifee be6 ©reiedfs. 

§. 53. 

@rf ISrung. 3tt?ei Siguren tt?erben congruent genannt, 
tt^enn fie fo auf einanber gelegt njerben fönnen, baf fie in 
allen i^ren S3ejtanbt^eilen jufammenfaffen ober einanber 
bedfen. 

2)aS SBort „congruent" barf man nit^t mit bcm SBortc „gleich" 
oerwet^feln, benn baQ lefete loirb bei gefc^loffenen Sigurcu in ber 
SBtbeutung „in^altöglei^" gebraucht (f. §. 1 13). 3. ». ein ©reiedf 
unb ein ^reiS fönnen niemals congruent fein, b. b. einanber 
Werfen i aber ttio^l fönnen jte einanber gleich fein, b. b. gleichen 
Slftt^enraum einfc^Iie^en. 

SWan gebraucht ba^ 3ei(^en ^ für congruent. 

§. 54. 

3ufa^. 3n congruenten SDreiecfen liegen gleiten ©eiten 
flteit^e IBinfel, unb gleid^en SBinfeln gteid^e ©eiten gegen^ 
über. 

-SWan fann bie6 au^ fo auSbrüdfen: 3n congruenten ©reietfeu 
finb alle gleit^liegenben SSejlanbt^eile gleich gro^. §fföbann Ijat 
man unter gleid^Iiegenben ©eiten folc^e ju oerjle^en, loelc^e gleichen 
SEBinWn gegenüberliegen} unb unter gleid^Iiegenben SBinfeln folc^e, 
weld^e gleichen Seiten gegenüberliegen. 



32 



^(aittmrtrir. 



»ifl. 28. 



C 




'bd^^ 




E 



3. 93. tDeirn man üorauSfcjft, 
gifl. 28, 5a^ A ABC = A MF 
fei, b. ^. 5a^ man biefe beibeit 
2)reietfe fo auf einanbcr Icflen fönne, 
ba^ I) auf A, B auf Ä unb F auf C 
fäOt, fo folßt baraud fogltid) 

AB = DE , AC = DF , BC = EF 

^ACB = Z. ^^^/ Z ^^^= Z ^^^/ Z ^^^ = Z ^^F, 

mo bic eiuanber gegenttberiiegcubeu SStflaubt^cile cincd 3)rrirfS 
Je unter eiuanber gefdjriebeu fuib. 

Sfnmerfung. SuHibeö, meld^er in feiuen (Sfementen ein SBort 
fftr „congruent" nic^t l)at, umfc^reibt ea immer in ber obigen SBeife, 
iubem er fagt, alle (Seiten unb alle SBinfel ber beiben ®reiecfe feien 
bejie^uugömeife gleid) gro^. 




(Bxftt llreteck0-(ironßruction. 

§. 55. 

Slufgabe. Sfu6 einer gegebenen (Seite unb bm Beiben 
i^r antiegenben SBinfeln ein ©reiecf ju conftruiren. 



(Ergeben: 

MN als (Seite, 
Z * öte anliegenber SBinfef, 
Z y ölS anliegenber SBinfel. 

5)a6 5)reietf. 



ßoujlruction. SJtan jie^e eiue gerabe ßinie AB, unb mac^e 
biefelbe fo laug wie bie gegebeue MN. (Sobaun lege man im 
«puufte A, als (Sc^eitelpunft an bie gerabe ßinie AB, alö (Sc^enW, 
einen SBinfel BAC gleic^ bem gegebenen Z ^- 6&enfo fege man 
im fünfte B, als (Sc^eitefpunft, an bie gerabe ßinie BA, al8 (S^nfel,- 
einen SBinfel ABC gleich bem gegebenen Z y- Verlängert man 



/\. 
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cnbtit^ bic ©t^cnfel biefer bcibcu 9BinfeI bis ju i^rem SJurc^fc^nittS- 
putifte C, fo ijl ^ÄC baS geflickte 3)rcie(f. 

^Determination. J)ie STufgabe ifl nur mögli^, fo lange bie 
S3ebingung 

Z^ + Zy<25Ji 

erfaat ijl. 

§. 56. Z 

Sel^rfa^* SBcnn in jtt?ei SDreiecfen eine Seite unb bie 
Reiben i^v anliegenben SBinfel gegenfeitig gteid^ finb, fo flnb 
bxt ©reiecfe congruent. 

Sig. 30. S$orau«fe^ung:' 

(7 ]p> AB = DE, 

^ BAC = ^ EDF, 
^ ABC = ^ VEF. 
Folgerung: 
iß p Z \e A ABC ^ A DEF. 

S3emei6. SJlan lege bie beiben J)reie(fe ABC unb I>ÄF fo auf 
einanber, ba^ DE auf AB fäW, b. ^. D auf A, unb F auf B, 
ttelt^eS mögli(^ iji, ba beibe (Seiten naä) ber S5orau6fe^ung gleich 
grof jtnb. Sfföbann mu^ anij ber @(f)enfel i>F ber Sage nac^ 
auf ben ©djenfet AC faden, ireil nat^ ber SBorauSfefeung ^ J5i4C 
= ^ EDF iji. Serner mu^ ber @(f)enfel £F ber Sage na(^ auf 
ben @(^enfe[ ßC fallen, meil nadj ber SSorauSfefeung ^ ABC 
= ^ DEF ift. gnblid) mu^ aud) ber S)urc^fc^nittSpunft F mit 
bem J)urc^f^nittSpunft (^ jufammenfatten, meil, mie fo tbtn bt^ 
tütefen, bie in F fl(^ fc^neibenben geraben Sinien DF unb EF tiiu 
jeln genommen, mit btn in C flc^ fc^neibenben geraben Sinien AC 
unb BC jufammenfatten. 

fjolgtidö betfen bie beiben !Dreie(fe einanber, unb jtnb baber con- 
gruent, w. j. b. m. 





Smette !I)reteck0-(![onptnictton. 

§. 57. 

^uf{)a6e« Sfu6 einer gegebenen Seite, einem t^r anliegenben 

aßittfirin'd dlm.-maif^matit. I. 93t). 2. Sfbt^tg. ^ 
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^lanimtitit. 




SGBtnfel unb htm i^r flcgcnüberttegcnbcn SGBtnM ein 5)reietf 
ju conjlruiren. 



®r geben: 

MN als (Seite, 
^ X als anliegenber SBinfel, 
j/ z als gegenüberliegeiibcr SBinM. 

3)aS ^Dreiedf. 



ßonjlruction. SJlan jietje eine gerabe ßinie AB, unb mati^e 
biefefbe fo lang, irie bie gegebene MN, (Sobann lege man im 
Ranfte A, als (Sdieitelpunft, an bie gerabe ßinie AB, als ©ti^enrel, 
einen SBinfel BAC gtei^ bem gegebenen ^ x* gbenfo lege man 
{ba ber ©d^eitelpunft beS gegenüberliegenben SBinfetS noij unbe» 
fannt iji) gleichfalls im fünfte A, als ©c^eitelpunft, an bie gerabe 
ßinie AC, als ©c^enfel, einen SBinfel CAD gleit^ bem gegebenen 
^ Zr unb jie^e bur^ B eine gerabe ßinie BC \\ AD. SBenn man 
nun bie geraben ßinien AC unb BC l^inreic^enb verlängert, bis |ie 
pc^ in C burc^f^neiben, fo iji ABC baS gefachte 5)reietf. 

Determination. !Die§fufgabe iji nur mögliti^, fo lange bie 
SSebingung 

erfliat iji. 



§. 58. 






Sel^rfa^. SBenn in jtt?ei SDreiedPen eine (Seite, ein i^r 
anliegenber SGBinfel unb ber i^r gegenüberliegenbe SBinfet 
gegenfeitig gleid^ finb, fo jlnb bie ©reiecfe congruent. 



gig. 30. 



$Bor au dfe^ung: 




\BD 




AB 
^BAC 
^ACB 



DE, 

/iEDF, 

^DFE. 



Folgerung: 
AABC— ADEF 



Tixinex ^bf^nitt. 35 

aSeireiö. ?fuö ber ©Wi^^eit jiüeier aSinfel in jwei iDreiedfeu 

folgt, üermöge beö ße^rfafeeS §. 45, immer foflleic^ ani) bit 

®Ici(^^eit beS britteii SBinfelö. 68 ijl alfo in bcn üorliegenben 

Xireietfen aucfe 

^ ABC = ^ DEF. 

3Da nun in bcn beiben 5)rcietfen eine (Seite nebji btn beiben i^r 
anliegenben SBinfeln gegenfeitig gleidj ftnb, fo ftnb nac^ §. 56 
bic beiben ©reietfe congtuent, tv. j. b. tv. 

§fnmerfung. S)ie beiben ger^rfäfee §. 56 unb §. 58 fann man 
furj in folgenben Sinen ©a^ jufammenfaffen : SBenn in jmei 
SDreieifen eine (Seite unb irgenb jirei gleic^Iiegenbe SBinfel gleich 
finb, fo ftnb bie 3)teied[e congruent. 

Uritte llreteck0-(ironptnictton. 
§. 59. 

Aufgabe« §fu0 jtt^ei gegebenen (Seiten unb bem »on biefen 
(Seiten eingefd^tojfenert SCBinfet ein 2)reiecf ju conflniiren. 

Sifl. 32. 

N 

® eg eben: 

MN unb PQ al6 (Seiten, 
^ X al6 eingefi^fojfener SöinM. 

d^efu^t: 

S)a6 5)reietf. 

(Sonjiruction. SDIan jie^e eine gerabe ßinie AB, unb mac^e 
biefelbe fo lang mie bie eine gegebene (Seite MN. (Sobann lege 
man im fünfte A, als (S^eitelpunft, an bie gerabe ßinie AB, 
al9 (Sc^enfel, einen Söinfel BAC gleit^ bem gegebenen ^ a?, unb 
ma(^e btn (Sd^enfet .IC biefeö SBinfelS fo fang wie bie jmeite 
gegebene ©eite PQ. 3u\)t man enblic^ BC, fo iji ABC ba6 gefuti^te 
S)reietf. 

Determination. S)ie Slufgabe ifi nur möglich, fo lange bie 
S5ebingung 

erfaat ifl. 
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^(antmetrtr. 



§• 60. 



/// 




8el|rfa^. SBcnn in itvtx ©rcicdfcn itvti (Seiten unb btt 
bon fciefen (Seiten eingefd^Ioffene SBinfel gegenfeitig glei(^ 
finb, fo finb bie iDreierfe congruent. 

gig. 30. ©orau«feftung: 

AB = DE, 

AC=DF, 

^ BAC = ^ EDF. 

golgerung: 
A ABC = A DEF. 

IBemeiS. 9Jlan lege bie bciben 3)reie(fe ABC xmb DEF fo 
auf einauber, ba^ ^EDF auf BAC fättt, b. ti. ber (Sti^enW 
DE auf i4F, uub ber (Sd^cnfcl DF auf >4C, welches möglich ifl, 
ba beibe SBinfet nac^ ber SSorauöfc^ung gleich gro^ jtnb. 9fte=: 
bann mu^ aud^ ber ^unft E mit B jufammenfaffen, weil nad) 
ber SorauSfefeung AB = DE ifl. ?5erner mu^ ani) ber ^unft 
F mit C jufammenfaffen, ttieil nad) ber 33orauöfe^ung AC = DF 
iji. @nbli(^ faffen auc^ nac^ §. 9 bie geraben ßinien EF unb BC 
auf einanber. 

Solglic^ beefen bie beiben 3)reiccte einanber, unb jtnb ba^er con^: 
gruent, m. j. b. m. 



§. 61. 

ßel^rfa^- 3n jiebem gtei^fd^enfetigen S)reiedPe finb bie 
beiben SBinfel an ber ©runbtinie gleich gro^. 

Dber: 3n jebem 35reiecte liegen gleid^en (Seiten gleiche Sßinfel 
gegenüber: 



gig. 33. 
C 



I 



■ \ 



\ 



93 r a u ö f e ^ u n g : 
AC = BC, 

gelgerung: 
^ ABC = ^ J5i4a 



a^ritter ^(bfc^nitt. 37 

83 e weis. SFlan benfc ftt^ baQ CDrciedC ABC üen feiner ©teile 
gehoben, umßettenbet, uub fo tüieber niebergelegt, ba^ bie ©pifee C 
beS I)reietf9 wicber in ftc^ felbjl fättt unb bie ©d)enfet ^C unb BC 
üertaufc^t »erben, ^fföbanu mu^ B in A, unb ii in ^ faden, 
mcgen ber üorauSgefelten ©leii^^eit AC = BC. golglid} mu^ and) 
nadj §. 9 bie ©eite AB toitbtv in fi^ felbjt fallen, nur in um- 
gelehrter 8age BA. Sflfo irirb baQ S)reietf ABC {\i} felbjl betfen. 

2)arau6 aber folgt weiter, ba^ anäj bie beiben SBinfel ABC unb 
BAC einanber betfen, niittjin gleic^ gro^ fmb, ir. j. b. it). 

Sfuö biefem fie[;rfafee folgt jugleic^, mit Sfnmenbung üon §. 45, 
ba^ bie SBinfel an ber ©rnnblinie eineS gleic^fdjenfeligen S^reietf6 
nur fpifee SBinfel fein fönnen. 

§.62. 

3ufa^. S)ie SBinfel eine« glci^feitigcn S)reiecf6 flnb 
fämmtli^ qUü) grofl. 

S)ie ®rö^e jebeö einjelnen SBinfelö im gleic^fcitigeu T)xmä beträgt 
ba^er f 31 ober 60". 

§.63. 

Sel^rfa^. 3n Jebeni S)reiecfe liegt ber größeren tjon 
jiDci ©eiten ber größere SBinfel, ber fleineren ber fleinere 
SBinfel gegenüber. 

»ifl. 34. 

€ 

a3oraudfe|}ung: 
AC > BC. 

Jolfleruitfl: 
^ ABC > ^ Ä^C. 

83 e weis. SJlan trage bie fleinere ©eite CB auf ber größeren 
CA üon C aus ab, bis D, fo ba^ CD = CB irirb, unb jtebe DB. 
SflSbann ijl nac^ §. 61 in bem glei(^f(^enfeligen Dreietfe DBC 

^ DBC = 2, ^J>(^' 
Sfber ^ DBC ijl nur ein SE^eil Don ^ i4ÄC, ober 

j/^ABCy Z^ DBC, 
folglicb ijl auc^ 

/iABCy Z, ^^^- 
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gerner ijl Z ^^^^ Sfu^enminfel bcS S)reie(f8 5i42>, alfo naä) §. 48 

2; BDC > ^ 5i4C, 
unb barauö enblid) folgt, mit Bujie^ung be6 aSorigen, 

^ ilÄC > Z. BAC 
lt. j. 6. IT. 

§. 64. 

Sel^rfa^« 3cbe8 ©reiecf, in tvdä)m jtüei SBinfet gteid^ 
grofl finb, ifl ein gtei^fd^enfeligeS ©reiedf, unb bie ge^ 
nannten SGBinfel jlnb SGBinfel an ber ©runblinie biefeö 
gteid^fd^enfeligen 2)reiecf0. 

Dber: 3n iebem 3)reiette liegen gleichen Söinfeln gleite (Seiten 
gegenüber. 

(Umf errang beS 8e^rfafee6 §. 61.) 
»ig. 33. 

aSoraudfe^ung: 

golgerung: 
^C = BC. 

aSemeiö. ®efe|t e6 fei nii^t AC = BC, fo fönnte entmeber 
AC > BC, ober AC <[ ßC angenommen ttierben. 2fuS ber erpen 
?fnna^me AC > ßC aber folgt nad^ bem Dorigen ßel^rfafee , ba^ 
^ABC^^BAC ifl, unb bie§ ttjiberjireitet ber SJorauSfefeung. 
9fu8 ber jireiten 5fnnat)mc AC <[ BC folgt gleichfalls nac^ bem 
Oorigen 8e§rfafee, ba^ j/ ABC < ^ BAC ifl, unb bieS wiberftreitet 
glei(^fall8 ber SJorauSfe^ung. 

®er SBiberfpruc^ [;ört nur bann auf, trenn AC = BC ifl, 
to. j. b. m. 

5fnmerfung. ?fnfänger muffen fic^ [;üten, bte beiben ße^r- 
fäfee §.61 unb §. 64 mit bem ©afee §. 54 ju Dermei^feln. ©er 
®a| §. 54 ^anbelt üon (Seiten unb SBinfefn in congruenten 
(Dreiedfen, bagegen bie §§. 61 unb 64 l^anbeln Don (Seiten unb 
Söinfeln in einem unb bemfelben ©reietfe. 




txittn 9lbf(^ntü. 39 

§. 65. 

3uffl|. SebcS ©reiccf, in tt?el^em 5ie bxü SBtnfcI glclt^ 
grofl flnb, ijl ein glcic^fcitigcö SDrcicdE. 

§. 66. 

Sel^rfa^. 3n jicbem 2)rcicdEe liegt bem gröflern tjon 
jn^ei SBinfeln bit gtöf ere ©eite, bem fteineren 5ie fCeinere 
(Seite gegenüber. 

(Umfe^ruug beö ßc^rfafeeö §. 63.) 




SBoraudfr |ung: 

Folgerung: . 
AC > 5C. 



S3cirei6. '©efefet e6 fei lüc^t AC^BC, fo fönnte entweber 
AC = jBC, ober AC <^ BC aufleiiümmen merben. 9fu8 ber erflen 
?fnnar)me AC = BC aber folgt md) §. 61, ba^ Z ^^C = ^ BAC 
ifi, unb bieö miberjlrcitet ber SJorauöfe^ung. ?fu8 ber jmeiten ?fnss 
na^me AC<iBC folgt na(^ §. 63, ba^ Z^*^<Z*^^ if*' 
unb bieö miberfireitet gleic^faffö ber SSorauSfe^ung. 

S)er 9Biberfpru(^ fällt nur bawn meg , trenn AC > ÄC \% 
tt. j. 6. tr. 

§. 67. 

3ufa^. 3n einem red^tttjinfeügen ©reiecfe ifl bie ^^ipo^: 
tenufe immer gröfer ate jebe ber beiben Äat^eten.. 

©benfo ifl in einem ftumpfirinfeligen ©reiedfe biejenigc 
(Seite, tt?eld^e btm flumpfen SBinfel gegenüberliegt, größer 
al6 jebe ber belben anbern (Seiten. 

§. 68. 

ße^rfa^ beS X^afeS- Seber SBinfel im ^albfreife ijl 
ein red^ter SBinfet. 
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lBoraudfe|ung: 

ffiogen ACB ijl ein Paßfreie. 



golflerung: 

H "^ Z ^^^ = 9*- 

aSemeie. S)a bcr SSoflcu ^CÄ ein ^albfreiS ijl, fo mu^ bic 
Qtxabt ßinie i45 rin ©urc^tncffcr unb ber -^unft Jtf, welcher bie 
-4i? in jttei gleid^e Steile tt}eilt, ber ajtittelpiinft beö Äreifeö fein, 
niclc^em ber gegebene §albfrei8 angel;ört. 3ie^t man nun MC, fo 
ttjeilt biefe (nad) §. 27) baS 3)reiecf ABC in bie beiben gleic^:= 
fdjenWigen 35reietfe AMC unb ÄJIfC. 

3n bem gleit^fd^enfcligen 35reiccfe AMC ifl nad) §.61 

Z^CJJf = Z CilJJf, 
ebenfo iji in bem gleic^fdjenfeligen ©reiecte BMC 

2,BCM = ^CBM, 
unb menn man biefe beiben ©feic^ungeu abbirt, fo erhält man 

Z ACB = Z, ^^^ + Z ^*^. 
9lun matten bie brei SBinfcl ACB, CAM unb CÄif, meldte biefe 
©leii^ung ent[;ält, nat^ §. 45 jufammen jmei rechte SBinfel auö^ 
folgfic^ mu^ Z ^^^ fü^ P^ genommen glei^ Sinem redeten SBinfef 
fein, lt. j. b. U). 

?fnmerfung. I)er ^ier bemiefene @afe mirb bem S^alea 
jugefc^rieben, meld^er um ba^ 3at)r 640 Dor 6[}r. ®eb. ju aJlilet 
fleboren mürbe unb ber ältefle unö befannte SJlat^ematifer ber 
©riechen ijt. SJlan erjäfjlt Don i^m ferner, ba^ er bm Slg^ptern 
Sfnieitung gegeben ^abe, bie §ö^e i^rer ^tjramiben auö ber Sänge 
beö geworfenen ©i^attenö ju bejlimmen, ttorüber ber ^önig SfmajtS, 
ireld^er 3euge baoon mar, feine gro^e 5Bermunberung unb ?fn^ 
etfennung auSgefproc^en ^aben foll. Stimmt man l&ieju ben obigen 
iljm jugefi^riebenen (Safe, fo fte^t man, auf melt^er ©tufe ber 
Ifinb^eit nod^ ju jener 3eit bie ©eometrie bei ben ©riechen fit^ 
befanb. ®ie bebeutenbjle ßeipung beö S[)ale6 mar bie SJor^er^ 
ücrfünbigung einer totalen ©onnenfinjlerni^, meiere auf einen Sag 
fiel, mo 9f(t;attc8, ^önig Don 8i;bien, unb Stjaparea, Äönig oon 
SJtebien, einanber in einer (Bi)lai)t gegenüberjlanben. S)ie8 gefc^a^ 
na^ ber neuejlen Don 3tij (1853) gefütjrten unb Don Sfirt; (1858) 
wieber^olten 9lec^nung am 28. 2Jlai beS Sa^rea 584 Dor 6^r. ©eb. 



(Dritter «bfc^nttt. 
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§. 69. 

Srl^rfa^. Sine gerate ßinic, tvtläjt auö 5er ©pifee eines 
gtcit^f^enfeligcn 55reiedE6 na6) 5er SOlitte 5er ®run5Iime 
flcjogen tpir5, ^t^t re^tirinfelig auf 5er @run5ttnie un5 
l^atbirt 5ett SBtnfel an 5er ©pi^e* 



»ifl. 37. 

c 




\ 



/ 



/ 



\ 



-/ 



^^ 



D 



SSotautfe^ung: 
AC = BC, 
AD = BD. 

Jolflftung: 
1) CD J_ AB, 

2) ^ idCD = Z. Bf^^- 



[ 



i 



85en)ei6. man \)at 

AC = BC waä) 5er SJorauöfefenng 
AD = BD beagl. 
Z,CAD = ^ CBD naä) §. 61. 
golglit^ ijl na^ §. 60 

A CAD = A CBD, 
nnb barauS nati^ §. 54 

1) ^CDA = Z, CDB, b. i. CD ± AB, 
un5 2) ^ i4CD = Z, ^CD, 

§. 70. 

8e]|rfa^. @ine gera5e ßinie, tt^cl^e auö 5er ©pifee eines 
gleid^fd^enfeligen ©reiecfö redjtoinfclig auf 5ie ®run5Iinie 
gejogen tpir5, ^at5irt 5ie ®run5Iinie un5 5en SBinfel an 
5cr @pi|e. 



Sifl- 87. 
(7* 




S3oraudfe|}ung: 
AC = BC, 
CD I ^5. 



\ 



D 



Solfleruiifl: 

1) AD = BD, 

2) ^ iiCD = ^ BCD. 
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9)(antmftTte. 



©eweie. SHan f)at 

AC = BC nai) btt aSorauöfcfeung, 
^ADC = ^ BBC fceegl., 
^CAD = j/^CBDm^ § 61. 
golglic^ ijl im^ §. 58 

A CAD = A CBD, 
uiib barauö nac^ §. 54 

1) AD = BD 

mb 2) Z. ^^J> = Z ^^^/ 

tt). j. b. m. 

§. 71. 

3ufa^. §tu0 einem gegebenen fünfte auf eine gegebene 
gerabe 8inie ijl nur @in ^erpenbifel möglid^- 

5)enn c8 mürbe fonfl im vorigen ^aragtap^ jmei Derft^iebene 
§albirung6punfte ber ßinie AB geben. 

tiefer @afe fann auc^ inbirect au6 §. 45 bewiefeu tterbeu. 

§. 72. 

i!el|rfa^. @ine gerabe 8inie, tt?eld^e ben SBinfel an ber 
@pi^e eines glei^f^enfeligen ®reiecf6 ^atbirt, ^albirt au^ 
bie ©runblinie unb jle^t reci^toinfelig auf ber ©runblinie. 

$Boraudfe|ung: 

AC = BC, 

^ ACD = ^ BCD. 

golgerung: 

1) AD = BD, 

2) CD JL AB. 

SSemeie. SJlan ^at 

^C? = BC nad) ber SJorauSfefeung, 
^ ACD = ^ ^C2> beögl., 
^ CilD = ^ CßD na(^ §. 61. 

güfglicb ift nacb §. 56 

A CilD = A Cl?/>, 

unb barauS na* §. 54 

1) AD = BD, 

mib 2) ^ CDA = Z. ^^^/ i>- i- ^^ ± ^^ 




T>tiUet «br^nitt. 
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§.73. 

Sel^rfa^. Sine gerabe 8inie, todijt in btx ajlitte btt 
®run&Iinie eines gleid^fd^en^eligen SDreiedfö red^ttt?in!eüg auf 
blcfer ®runbttnie erntetet tpirb, trifft bie ®^)ifee be9 ©reiedfö. 

»ifl. 38. 

^C = J?C, 
AD = BD, 
DE ± AB. 

Folgerung: 

DE trifft a 

93 e tu eis. ©efefet i>B treffe nidjt bie (Spifee C beö DreiedCö. 
Sflöbann fann man D mit C buxij eine gerabe ßinie DC üerbinbcn, 
meldte üon D£ üerf^ieben ifl. 3lnn f)at man aud) §. 69 

DC ± AB. 
STber naä) bn SSorauSfefeung ifl 

DE ± AB. 

^oIqM) f)at man in Sinem Ranfte D btx ©runblinie AB jtrei 
^erpenbiM auf bicfer ßinie, föel^eö bem §. 22 triberfpricbt. 

3)er SBiberfpru^ fällt nur bann weg, wenn DE mit DC ju=5 
fammenfällt; b. i. bur^ bie (Spifee bc6 35rcicdES gefit, tu. j. b. id. 

§. 74. 

Sel^rfa^. 9Benn man au8 einem gegebenen fünfte, i^etd^er 
aufer^atb einer gegebenen geraben ßtnie liegt, ©tral^Ien 
naä) biefer ßinie jie^t, unb bie Sängen biefer ©trauten 
unter einanber üergleit^t, fo ergiebt fld^ SotgenbeS: 

1) ©er fürjefte Don biefen ©trauten ifl ba& gjer^jenbifel, 
wtlä)t& aus bem gegebenen fünfte auf bie gegebene gerabe 
ßinie gefättt tvitb. 



Jig. 39. 



M 




SSorauefejjung: 
AB ± MN. 

golgerung: 
AB < AC. 



E D B Q 

©eroeiS folgt aus §. 67. 
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yianimrtrie. 



2) Sebe jiDei ©trauten, fccrcn gufpunftc auf btx gcgcs 
bencn gcraben fiinie flc^ glet^ tpeit üon 6em Suf{)untte 
6c8 ^er^jenbüclö mtfernctt, finb glci^ lang. 



/ 



/yl\ 



Jlf 



x 



—N- 



SBorauffr|ung: 
AB ± MN, 
BC=:BD 

golgrrung: 
AC = AD. 



E D B C 

©c tu eis folgt au8 §. 60. 

3) 3e6er ©tra^I ifl beflo länger, Je tpeiter fein Sufpunft 
auf btx gegebenen geraben ßinie l^ä) t?on 6em Sufpunft 
beö ^er^jenbifete entfernt. 

83 r u 9 r e ji u n g : 
^J? _i MN, 
BE > Ä7>. 

Solgerung: 




— yi A^ 



^ D B 

©eiüeie folgt anQ §. 67. 

4) 3e länger ein ©tra^l ifl, beflo it?eiter ntufl fein gufs 
punft auf ber gegebenen geraben ßinie jtc^ t?on bem ??uf-punfte 
beö ^er^jenbifeW entfernen. 

(Umfc^rung be6 SSorigen.) 

aSoraudfejjung: 
AB ± MN, 
AR > AB. 

golgprung: 

BD B C ^"^ BE^BD. 

ffietreiS inbirect auS 2. unb 3. 

5) S)rei gleich lange ©trauten Don bem gegebenen fünfte 
nat^ ber gegebenen geraben 8inie ?ann eS nid^t geben. 

IBoraudfelung: 

C, V, E in ßiner ge^ 
raben ßinie. 

Folgerung: 
AC = AD = AE ifl 
"^ unntögfit^. 




AT 




1S>mtt «bfd^nttt. 45 

[^ §8 e tr e i ö. ©efefet eö fei AC=AD=^ AE. 9fu8 ber ©Ici^ung 
AC = AD folgt, ücrmögc beS ßc^rfafeeS §. 61, ba^ ^ ilPC ein 
fpifecr SBiiiM ijt. 2fu6 ber ®Iei(i)ung AD = ^jE folgt ebenfo, 
ba^\^ADE ein fpifeer SBinfel ift. Sotgti^ f)iit man 

2^C+^i4P£<2 91, 
ttjclc^cs bem ße^rfafe §. 23 triberfkeitet. 

®er SBiberfpruc^ Ijört nur auf, wenn nid)t AC = AD = AE 

. Uiertf Bretrdis-Conitrurtion. 

§. 75. 

*^ufga6e. §fu8 jit)ei gegebenen (Seiten unb bem ber einen 
biefer Seiten gegenüberliegenben SGBinfel ein ©reiedf jn 
confltuiren. 



(begeben: 

MN, PQ als Seiten, 
^ a? als gegenttbcrtiegenb PQ, 

3)a8 35reicc!. 



Sonjlruction. 9Jtan jielje eine gcrabe ßinie AB unb madje 
biefelbe fo lang mt bie gegebene MN, meiere bem gegebenen ^ x 
anliegen fott. ©obann lege man im fünfte A, als ©^citclpunft, 
an bie gerabe ßinie AB, als @d)cnfcl, einen SBinfel BAC glei* 
bem gegebenen ^ x. ferner conjlrnire man ans bem fünfte B 
als SÖlittelpunft, mit einem §albmcjfer glei^ ber gegebenen Seite 
PQ, einen Kreisbogen FG, SSerbinbet man enbti^ fcen ^unft C, 
in weli^em biefer Kreisbogen bcn St^cnfel AC fc^neibct, mit B 
buxä) bie gerabe ßinie BC, fo ijl ABC baS gefugte Dreietf. 

Determination. 35ie üerfc^iebeneh ?5älle, meiere biefc (Son== 
{huction barbieten fann, laffen fi^ am bequcmjlen überfeinen, menn 
man aus bem fünfte B auf btn Sdjenfel AC ein ^erpenbifel 
fäfft es fei BD, WiQ. 41—45, biefeS ^erpenbifcl. 2flSbann 
erhält man: 



-\ 
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Planimetrie. 



I. 35n: gegebene ^ x fei ein fpifeer Sßinfel. 



Stfl. 41. 




Sifl. 42. 




Sifl. 43. 




gig. 44. 




Stg. 46. 



1) 35ie gegebene (Seite Pß, tüeli^e bem 
gegebenen ^ a? gegenüberliegen foff, fei 
Heiner, al6 biefeS ^erpenbifel BD. 3n 
biefem ?5alle f ommt fein 35reie(f ju ©tanbe, 
ober bie 2fufgabe ijt unmögli^. 

2) 35ie gegebene Seite FQ, trelc^e bem 
gegebenen ^ a? gegenüberliegen foll, fei glcit^ 
bem ^erpenbifel BD, 3n biefem gaffe 
entließt baS re^tminfelige ©reieif ABB. 

3) 35ie gegebene Seite PQ, trelc^c bem : 
gegebenen j/^x gegenüberliegen foff, fei 
größer al8 ha^ ^erpenbifel BD, aber 
Heiner al8 bie gegebene anliegenbc (Seite ! 
MN=:AB. 3n biefem gaHe entpel^en jroei ■ 
üerf^icbene S)reietfe ABC uni i4ÄC, me^e ! 
beibe ber Sfufgabe ®enüge leiflen. 

4) 35ie gegebene (Seite PQ, tvtlift \ 
bem gegebenen ^Z x gegenüberliegen ' 
foff, fei glei^ ber gegebenen antiegenben 
(Seite if2V = AB. 3n biefem Saffc enfc: 
jte^t ba8 glei^f^enfelige 35reietf ABC. 




5) 35ie gegebene (Seite PQ, 
treidle bem gegebenen ^ x gegen^ 
überliegen foff, fei größer ate 
bie gegebene anliegenbe (Seite 
mN=^AB, 3n biefem Saffe 
entfielt ein DreiedC ABC. 



T>titUt 9(bf(^nttt. 
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H. 3)er gegebene ^ a? fei ein rechter ober jlumpfer SBinfel. 
: $ier fann üon ber üorigen Sfuftä^Iung nur ber 5. 2faII befielen 
I bleiben, inbem in ben tJier anberen hätten fein 35rcietf ju (Stanbe 
( totnmt. « 

\ !J)ie SSegrünbung biefer (Determination folgt auS bem ße^rfafee 
i §. 74. 

§. 76. 

Sel^rfa^. SBenn in jit?ei SDreiedfen jit)ei (Seiten unb ber 
ber größeren biefer beiben ©eiten gegenüberliegenbe 9Bin?eI 
gegenfeittg glei^ jinb, fo jinb bie SDreiedfe congruent. 



Sig. 46. 




B D 




IBoraudfel^ung: 

AB = DE, 
BC = EF, 
^ BAC = ^ EDF, 
BC > AB, EF > DE. 

Jolgeruitfl: 
A ABC = A DEF. 



SS eh) ei 8. ^an lege bie beiben I)reietfe ABC unb DEF fo auf 
finanber, ba^ DE auf AB fättt, b. f). D auf A unb E auf B, 
totU^tQ möglid^ ifl, ba beibe (Seiten na^ ber 95orau6fc^ung gfeid^ 
gro^ jinb. Sftebann mu^ anij ber ©Teufel DF ber SRi^tung 
naij auf ben (Si^enfel AC fallen, meil na^ ber S3orau8fefeung 
^BAC = ^EDF ifl. sytun entfielt bie IJragc: ob au^ ber 
yunft F in ben ^unft C fatten wirb. 

©efe^t e8 falle F niijt in C, fonbcrn in einen anbern ^unft 

bc8 (Sc^enfelS AC, j. ©. über C ^inauö in G. aJtan jie^e BG. 

«ftebann hjirb ba8 CDreiedC DEF ba8 ©reiedC ABG bedCen, alfo 

EF = BG fein. Sfber na^ ber SSorauöfefeung ifl BC = EF. snfo 

ifl auc^ ÄC = BG, ober ba8 S)reicd[ J?CG ijt glei^f^enfelig, unb 

fceS^alb üermöge be8 §. 61 ^ BCG ein fpifeer SBinfel unb folglii^ 

fein 9lebenh)infel ^ BCA ein jtumpfer Söinfel. daraus aber folgt 

nat^ §.67 

AB^BC 

unb bieö ijl ein SBiberfprui^ gegen bie SBorauSfefcung BC^AB. 



48 



9)ranttnetTie. 



©crfelbe SBibcrfpru^ mürbe jum SSorf^ein grfommcn fein, wenn 
man ben ^unft G jmif^eii A nnb C angenommen l^ätte. 

35er SBiberfpruc^ trirb nur gehoben, menn ber ^unft G niijt 
üerfc^iebeu üon C ifl. . 3u biefem fjatte be*t ba8 35reiedP DEF 
üollflänbig bciQ 3)reiedf ABC, b. f). biefe beiben S)reied[e jinb con* 
gruent, tr. j. b. tr. 



fünfte Uretftköf-Conflruction. 

§. 77. 

2lufga6e. ?fuö brci gegebenen Seiten ein 5)reiedf ju i 
conftruiren. 



Sig. 47. 
M ^JV 

P 



Q 



B 



■s 




(Segeben: 

MN, ?Q, RS als (Seiten. ' 

®efuc^t: 

:j)a8 3)reietf. 



Sonflruction. 9Jtan jielje eine gerabe ßinie unb mai^e biefefbe 
fü lang mie bie gegebene MN, 9f(8bann conjlruire man au8 bem 
fünfte Af al8 SJlittelpunft, mit einem §albmeffer gleich ber gegebeneu .; 
Seite PQ einen Ärci8bogen FG. ^ferner conjlruire man au8 bem 
fünfte B, als SJtittcIpunft, mit einem §albmeffer gleie^ ber gegebeneu 
Seite RS, einen .f reiöbogen HL SSerbinbet mau enblid) benjenigeu " 
^unft C, in welchem biefe beiben Kreisbögen einaubcr fc^neibeu, 
mit A unb B bur^ bie geraben ßinieu AC unb BC, fo ijl ABC ba8 
gefuc^te 3)reied[. 

S)etermination. 2)ie Sonflruction ifl nur mögtid), njenn bie 
brei gegebenen Seiten MN, PQ unb ÄS ben beiben JBebingungen 
©enüge leiflen 

MN+PQy RS, 
MN -^ PQ<:, RS. 




dritter ST&fc^nttt. 49 

3. 93. wenn jirei (Seiten eines 35reietf6 ju 6 unb 11 SOteter njitt:^ 
fürlid^ gegeben jtnb, fo mu^ bie britte (Seite fleiner al9 17 unb 
größer al9 5 SJleter genommen werben, wenn aM biefen brei (Seiten 
ein 2)reied[ ju (Stanbe fommen foll. S)er ®runb ^ierüon liegt in 
btn beiben folgenben ßel^rfäfeen. 

§. 78. 

S^el^rfa^. 3n Jebem S)reie(fe ijl bie (Summe jie jweier 
©titen gr&f er als bie britte (Seite. 

SSorauöfejjung: 

AB, BC, AC bilben ein 35reictf. 

Solgerung; 
AB + BCy AC. 

$8 e weis. Um bie Summe AB-^-BC in Giner geraben ßinie 
barjufteHen, verlängere man AB über B f;inau8 unb madje bie 
Verlängerung BD = BC. (Sobann ifl AT) = AB-{- BC. 

3ie^t man nun bie gerabe 8inie CT), fo entpeljt ha^ gteid^fd^enfefige 
35reie(f BCD, in welkem man nat^ §.61 ijcyX 

^ BCD = ^ BBC. 
Sfber Z BCD ijt nur ein ^X^eil be8 Z ^^^/ Oi\\o 

^ ACD > ^ BDC. 
X)icfe beiben SBinfel finb nun SBiufel be8 3)reietf9 ^IPC, unb wenn 
man barauf ben ße^rfafe §. 66 anwenbet, fo wirb 

AD > AC, 
b. i. AB +BC^ AC, 

xo, j. b. w. 

Sfnmerfung. SJlan beweist biefen ßeljrfafe l;äufig auf eine 
SBcife, bie i^rer Äürje megen Ijier noc^ erwäl^ut werben mag. 

3wif(^en ben beiben fünften A wni) C ifi ber fürjefle 3öeg bie 
gerabe ßinie AC. 3eber anbere 3öeg ifl länger, atfo auc^ j. 83. ber 
gßeg üon A über B m6) C, b. ^. ber SBeg AB + BC. golglic^ 
Ijai man ^15 + J?C > AC, tu. j. b. w. 

S)iefer S3ewei9 ^at bie befonbere ©igenfc^aft, bo^ er jid^ nid)t 
auf tJorl^ergegangene @ä^e ber Planimetrie, fonbcrn auf einen 
eigentl^ümlic^en ©runbfafe flüfet, weldjer lautet: „^er fürjefte SBeg 
jwifc^en jwei fünften ifi bie gerabe ßinie''. @o einfai^ nun aut^ 

aßittjlrin'd (SI(tn.''9lat^(maHr. I. S3b. 2. «bt^Ig. 4 







50 Planimetrie. 

tiefer ©runfcfafe ifl nwb [o leicht er von Jebermann jugeflanben 
rrirb, fo barf man bod) nic^t in einer lüiffenf^aftlit^eii Oeometrir 
fleiriffen SSeiüeifen ju ©efalleii nene ©runbfäfee einführen, unb bt^- 
Ijalb geljört jener SSeineiS nic^t ^ier^er. 9fuc^ jtnbet er jlc^ nid^t 
bei gnflibee. 



§. 79. 

ßel^rfa^* 3n jebem SDreiedfe ifl bie SDifferenj je jtpcicr 
©eiten Heiner a\6 bie britte (Seite. 

gi9. 49. 

S3oraudfe|}ung: 

AB, BC, AC bilben ein S)reied[. 

golgerung: 
AB -^BC<C AC. 

83e!üei8. Um bie S)itferenj AB — BC in 6iner geraben ginie 
barjufletten, fc^neibe man auf AB üon B au8 eine Sänge BE = BC 
ab. m^bam ifi AE ^ AB -- BC. 

3ie^t man nun bie gerabe ßinie CE, fo entfielt ba8 gteic^fc^enfefige 
S)reiedE BCE, in iüeld)cm nad) §. 61 bie SBinfet an ber ®runb:= 
linie CE gfei^ gro^, unb mit[;in fpifee SBinfel fmb. ?5olgIic^ ifl 
^ i4£C als Slebentrinfel eines fpifeen SBinfelS ein jtumpfer SBinfel. 
3)ie[er SBinfel ijt nun ein SBinfel beS S)reied[6 AEC] man ^at 
alfc mit Sfntrenbung beS §. 67 

AE < ^C, 
b. i. AB ^ BC<:^ AC, 
IV. j. b. m. 



§. 80. 

Sel^rfa^. SBenn man über einer gemeinfdjafttit^en ®t\X^^ 
jiDei ©reiedfe conflruirt, Don benen bai eine baö anbere^ 
umfc^licft, fo ifl bie ©umme ber nid^t gemeinfd^aftlid^en 
(Seiten in bem umfd^tieflenben JDreiedfe gröfer als in htm^ 
ximf^Iojfenen- 



dritter ^(bfc^nitt. 51 




aSoraudfe^ung: 

A ABC iimfdjUcP A ABD. 

golflerung: 
AC + CB^AD-i- DB, 

©ctreie. ajlan verlängere AD bis E. m^bawn ijt mö^ bm 

Qtf)v\a^t §. 78 

AC+CE^ AE, 

unb ebenfü 

DJB + £5 > DB, 

®arau8 folgt burc^ Sfbbitiou 

^C + CJ? + DE > ^£ + DA, 
unb trenn man ^ierüon bie ibentifc^e (Steigung DE=:DE fub:= 
tra^irt, fo ergiebt ftd^ 

AC-^CB^AD^ DB, 
tu. j. b. h3. 

Sfnmerfung. S)iefer Se^rfafe ijl ber einfac^fle gatt eines üiel 
allgemeineren (SafeeS, welcher in ben fpäteren Steilen ber ©eometrie 
häufig gebraucht wirb, unb meldjen SfrdjimebeS in feinem JBucfee 
über bie Äugel auöbrildt wie folgt: 

„SBenn üon jtrei ßinien, mli)t einerlei ©nbpunfte l^aben unb 
naä) einerlei ©eite ^o^l fmb, bie eine bie anbere ganj umfti^Iie^t, 
fo iji bie umfc^liefenbe ßinie größer afö bie umfc^foffene^'. 

35a8 SBort ßinie wirb I;ier in bemfelben attgemeinen ©inne ge^s 
gig. 51. . nommen, wie im §. 2 Sfnm. So ijt j. S3. 
D bie gebrochene ginie ACDEB, gig. 51, 

^r^T^Z--^^^ länger als bie frumme ginie AFB, unb 

biefe irieber länger al8 bie gebrochene ßinie 
'B AGB. mt biefe ßinien fmb nac^ einerlei 
©eite f;of;f, nämli^ fte irenben fämmtlic^ i^re ^oI;Ie (Seite naä) 
ber geraben ßinie AB I}in. 

§. 81. 

Sel^rfa^. SBenn in jit?ei SDreiedfen itrei (Seiten gegenfeitig 
glei^/ bie von tiefen ©eiten ntiftt^^lv^^iw^xv ^xcSä ^^x 




52 



Planimetrie. 



i 



-B D 




nxiQUiä) jln6, fo ifl bit dritte Seite in bemjenigen t)on 
beiben SDreierfen bie gröfere, in tvtli)tm ber eingeft^Iofene 
SBinfel ber gröf ete ijl. 

Sig. 52. 

aSoraudfe^iung: 

AB = DE, 

AC = BF, 

^BAC^^EDF. 

Folgerung: 
BC > EF. 

aSetrciS. 2Jlan lege bie beibeii Dreietfe ABC unb D£F fo ouf 
einanber, ba^ eine ber gleichen Seiten jufainmenfättt, j. ^. DE 
auf ilÄ, b. I). D auf ^ unb £ auf B. Sfföbann mu^ bie (Seite 
DF innerhalb bc8 SBinfelS BAC faHen, ireif uac^ ber SBorauS^ 
fefeung Z ^^^ > Z ^^^ i^ ©^ entfielt nun noc^ bie Srage, 
Wü^in ber ^un!t F fallen irirb, ^ier laffen fxc^ brei 2fätte unter- 
ft^eiben. 

gig. 53. 

^ 1) 2)cr ^un!t F fatte innerhalb be8 

^""*'-^- S)reietf8 ^ÄC in G, gig. 53, fo ba^ 

A DEF bie Sage ^15(7 annimmt. SflS* 
bann ifl nad^ bem üorigeu ße^rfafee 
AC-^BCyAG-^- BG. 

Sfber in Solge ber SBorauöfefeung ijt 

AC = AG, 

unb trenn man biefe ©lei^ung üon bem Vorigen fubtra^irt, fo 

bleibt 

BC > BG, 

b. i. BC ^EF, 



9 








2) S)er ^unft F fatte in bie Seite BC 
in H, S-ig. 54, fo bo!^ A I>iEF bie Sage 
ABU annimmt. 2flSbann jcigt fi^ un^^ 
mittelbar auS ber Sigür, ba^ 

BC > BH, 
b. i. BC > EF, 
10 j. b. tt. 



7>tititt «bfc^nitt. 
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3) Der ^unft F fatte an^ttfjali beö 
3>reie(fö ABC in /, gig. 55, fo baf 
A DJBF bie Sage ABI annimmt, m^^ 
bann jtnbet man burd) jhjcimalige Sfn^ 
lücnbung beö ße^rfa^eö §. 78 
AK + KCy AC, 
J?/r + ÜT/ > W 

unb barau9 burc^ Sfbbition 

AI'\'BC>AC + BI. 
Sfber in Solge ber SSoranöfefeung ijl 

AI=AC 
unb trenn man biefe ©leit^nng t)on bem SSorigen fubtratjirt, fo bleibt 

BC > BI, 
b. i. 2?C > £F, 
tt}. j. b. h3. 



§.82. 

Sfl^rfa^. SBenn in iit?ei SDreiedfen jit)ei ©exten gegenfeitig 
Qlnä) ftnb, bie britte (Seite aber in beiben SDreiedfen unglei^ 
ijl, fo ijl ber t)on 6en erfleren beiben (Seiten eingef^Iofiiene 
SBBinfet in bentjenigen SDreiedfe ber größere, in iDeld^em bie 
britte (Seite bie gröflere ijl. 

(Umfc^rung beS vorigen Sef^rfa^eS.) 

gig. 52. 

aSorauöfeljung: 
AB = DE, 
AC = BF, 
BC > EF. 

^B Folgerung: 

^ BAC > ^ EBF. 

35 e tu ei 8. ©efefet e8 fei nici)t ^ ^^C > ^ £/>F, fo fönnte 

enttreber Z J^^^ = Z ^^^/ ober Z ^^^ < Z ^^^ f^i"- 

3m erjlen gaHe, iro ^ BAC = ^ £/>F angenommen wirb, 
müßten nad^ bem £e^rfa|e §. 60 bie beibcn 35reiec!e ABC unb 
DEF congruent fein, atfo au^ BC = EF. 3)ie9 föiberjlreitet aber 
ber SSorauSfefeung, tpo BC > EF ijt. 




\ 



B n 
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Planimetrie. 



3ni jirciten Satte, tüo ^ BAC < ^ ET)¥ angenommen roirb^ 
würbe au8 ber Sfnirenbung beS üorigen Se^rfafeeö §. 81 folgen, 
ba% BC < EF i|}. 3)ieö iriberjhreitet aber ebenfattS ber §Borau8== 
fefeung BC > EF. 

X)er SGBiberfprut!^ trirb aufgehoben, menn man fefet 

^ BAC > ^ £DF, 

tt). j. b. tu. 



§. 83. 

Sel^rfa^. 9Benn in jit?ci SDreiedfen 5ie brei (Seiten gegen: 
feittg glei^ finb, fo flnb bie SDreiedfe congruent. 



Si9- 66. 



<^fK-C 




B D 




aSoraudfeliung: 
AB = DE, 
AC = DF, 
BC = EF. 

Folgerung: 
A ABC = A DEF. 



JBetreia. 2Jlan lege bie beiben 3)reietfe ABC unb DEF fo auf 
einanber, ba^ DE auf i4Ä fättt, b. ^. D auf A unb £ auf Ä, 
welches möglich ifl, ba beibe (Seiten nad^ ber SSorauSfefeung gteid^ 
gro^ fmb. Sflöbann entfielt junä^jl bie weitere ??rage, ob aud) 
bie (Seite DP auf AC fatten toirb. 

©efe^t e9 fatte DF niti^t auf AC, fonbern in eine anbere Don 
A auSge^enbe SRic^tung, j. 83. au^eröafb be8 3Binfel8 BAC in AG, 
fo ba^ AG = DF = AC ijt. 3ier;t man BG, unb trenbet auf bie 
beiben ©reietfe ABC unb ABG bzn §. 81 an, fo fofgt 

BG > BC. 
Sfber jugleirj^ bedEt ba6 35reied[ DEF ba^ S)reiedC ABG, folglich ift 
BF = BG unb mithin awisj 

EF > BC, 
ma6 ber SSorauSfefeung BC = EF iriberfpric^t. 

S)erfelbe 3Biberfpru(J^ irürbe erfd^ienen fein, trenn man ange:= 
nommen ßätte, die &eite DF faffe inntr^att bt^ SBinWö BAC, ' 



3)er SBiberfpruc^ Ijört mir auf, \mnn DF auf AC fättt. 3u 
tiefem Satte bedCt baS 35rcietf D^F tJottjtäubio ba^ ©reiedC ^ßC7, 
i). f). biefe beiben 35reietfe finb congruent, tr. j. 6. tu. 

Sfnmerfunfl. 3)ie fünf ße^rfäfee §§. 56, 58, 60, 76 unb 83 
tüerbeu bie fünf (Sonörueujfäfce beS 3!)reiedCa genannt. Xit 
Sfnja^I berfelben rebucirt ftd^ auf tjier, trenn man nati^ ber ^in^ 
merfung ju §. 58 bie beiben erflen biefer ©ä^e in einen einjigen 
jufammenjie^t. 



:^ufgaben über ias Uretedi. 

§. 84. 

Aufgabe* STn eine gegebene gerabe ßinie in einem ge:= 
fleibenen fünfte berfe(6en einen gegebenen SBinW ju tragen* 



©egeben: 

ginie MN mit bem fünfte A, 

©efuc^t: 

^x an MN in A. 




A E ^ 



Son|}ruction. SJlan confkuire au9 bem ©d^eitelpunfte B beö 
^ X, als 9JlitteIpun!t, mit einem beliebigen §albmeffer BC jtrif^en 
ben (Sti^enfeln biefeS SBinfet6 btn Sogen CD, unb au8 bem ge=: 
^ebenen fünfte A, als SJlittelpunft, mit bemfelben ^atbmejfcr btn 
83ogen EF-^ jic^e CD 5 unb mit einem §albmejfer gleich CD ton- 
jiruire man au6 JK, al8 ajlittclpunft, btn Sogen GH. SSerbinbet 
man fobann A mit bem S)ur^fc^nitt8punft / ber Sögen EF unb 
€H bnx6) bie gerabe ßinie AI, fo i|l Z. ^^^ ^^ gefugte SBinfef 

= z^. 

S)er Setreis folgt, trenn man EI jie^t, aus §. 83. 

§. 85. 

Aufgabe* 3u einer gegebenen geraden ßinle burd^ einen 
flegebenen ^un!t eine ^arattete ju \kijm. 




56 ^lanimetTic. 

gegeben: 

ginie MN, 
^unft A. 

©efuc^t: 

parallele ju MN burt^ Ä. 

ßonflruction. SJtan confkuire au6 bem gegebenen fünfte 
A mit einem beliebigen, Jebo^ ^inrei^enb großen §albmeffer AB 
ben aSogen BC, unb au8 5 mit bemfelben ^albmeffer btn fBogen 
AD\ 5ic^e-4I>5 unb mit einem §albmej]"er gleid^ AD conjhruire man 
au9 B hm Sogen £F. SSerbinbet man fobann A mit bem 35urt^^ 
fc^nittSpunfte ö ber Sögen BC unb £F burc^ bie gerabe Sinie AG, 
fo ijl biefe bie gefud^te parallele ju MN. 

35er 83etüei6 folgt, nac^bem man BG gejogen ^at, au8 htn 
§§. 83 unb 37. 

9fnmerfung. 3n btw planimetrifc^en 3ei^nungen wirb biefe 
STufgabe einfacher burc^ §ülfe einea ^öljernen rec^ttrinfeligen J)rcietf8 
gelöjl, tuel^eS man längö einem geraben ßineale fc^iebt. 

§. 86. 

5(ufga6e. . @inen gegebenen 9Binfe( in jtrei gteid^e %i)ta^ 
ju t^ eilen. 



(S egeben: 
Z BAC. 

®efu^t: 

Sonjtruction. 2Jlan confkuire auS bem ©c^eitetpunft A beS 
gegebenen SBinfetS mit einem beliebigen ^albmeffer jmifc^en btw 
©c^enfeln biefeS SBinfelö itw Sogen BC^ unb barauf au8 B unb 
C mit einerlei, jebo^ ^inreid)enb großem §aIbme|Ter jmei Sögen, 
irelc^e fu^ in P fc^neiben. 3ie^t man fobann AD, fo i|} fowobi 
Z J>AC al8 Z J^^^ feie gefud^te §älfte üon Z ^^C?. 

3um Seföeife jie^e man BD unb CD unb menbe §. 83 an. 




(Dritter ^(brc^nttt. 
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§.87. 

Aufgabe* ßinen gegebenen reiften SBln!eI in brei gleite 
Steile ju t^eitcn. 



begeben: 
^ BAC = 91. 

®efu^t: 



Sonflructiotu 2Jlan conjlruire au8 5em ©c^eitclpunfte Ä 
beö gegebenen reiften 3Bin!efS mit einem beliebigen ^albmcffer 
jtt)if(^en ben @d)cnfeln biefeS SBinfela ben S3ogen BC, unb barauf 
mit bemfclben §albmeffer au8 B btn S3ogen AD, unb au6 C bzn 
IBogen i4£. 3ie^t man nun AD unb ^^jB, fo i|} jeber bcr brei 
SBinM BAE, EAD unb I>.4C ein S)rittel be8 gegebenen reti^ten 
aBin!el8 BAC. 

:j)cr 83 etr eis folgt, nad^bem man BD unb C£ gejcgen, a\\^ §. 62. 

9(nmer!ung. S)ie Sfufgabe, einen beliebigen SBinfel in brei 
gleiche Steile ju t^eilen (Trisectio anguli), tpelc^e bie ©riecEien jur 
3eit ^tatonS üiel befdjäftigt unb tüegen il^rer ©c^tüierigfeit eine 
getüiffe SSerü^mt^eit erhalten ^at, !ann burd) bie §üffamtttel. ber 
®tcmentar=®eometrie allein nic^t aufgelöjl tüerben. 



§. 88. 

Aufgabe, ©ine gegebene gerabe ßinie in jlDei gleite 
S^^eile JU t^eilen. 




begeben: 

ßinie AB. 

Oefuc^t: 
i AB. 
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^lantmetrtr. 



Sonflruction. 2Jtaii confhruire miö A unb B mit einerlei, 
jebot^ ^inreit^enb großem §albmeffer jmei Sögen, meiere ftt^ in , 
C unb P burd)ft^neiben, unb jie^e CD, Der ©i^nittpunft E t^eilt 
fobann bie gegebene gerabe ßinie AB in bie beiben gleid^en Steile 
AE unb BE. 

3nm 58 e weife jie[)e man AC, BC, AD, BD, unb wenbe bie 
§§. 83 unb 60 an. 



§.89. 

Aufgabe* 3n einem gegebenen fünfte einer gegebenen 
fleraben ßinie ein ^er|)enbifet auf biefer ßinie ju erti(i^ten. 



(Begeben: 

ginie MN mit bem fünfte A. 

(Sefuc^t: 

^erpenbifel auf MN in A, 



Sonflruction. SJlan trage au8 A auf MN bie beiben gleichen 
Sfbfc^nitte AB unb AC ob, unb conflruire barauf axx^ B unb C 
mit einerlei bo(^ l^inreii^enb großem §albmeffer jmei SBögen, welche 
^d) in D fc^neiben. 3ie]^t man nun AB, fo ifl biefe Sinie ba% 
gefugte ^erpenbifel. 

35er Sern eis folgt, menn man BD unb CD jie^t, au8 §. 83. 




§. 90. 

Aufgabe. 3n bem ®nb|)unfte einer gegebenen geraben 
Sinie ein ^er|)enbifet auf biefer Sinie ju errieten* 



gifl. 63. 




fiinie AN, 
^erpenbifel auf AN in A. 



^Dritter 9(bf(^nitt. 
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Sonjlruction. Sfu8 einem befiebigeii au^erl^alb AS awQit^ 
nommenen fünfte B confhruire man mit bem §albmeffer BA htw 
®ogcn CADf jie^e CB, unb verlängere biefe ßinie über B ^inanö, 
6i8 pe ben Sogen in B trifft. Siefjt man nnn AD, fo ifl biefe 
Sinie ha'^ gefugte ^erpenbifel. 

®er Semeie folgt an8 §. 68. 

§. 91. 

Aufgabe* SCuö einem gegebenen fünfte auf eine gegebene 
gerabe ßinie ein ^er|)enbifet ju fätten. 




(gegeben: 

ginie MS, 
^nnft A. 

@)efu(^t: 

^erpenbifef auf MN ca\^ A. 



Sonflruction. Solan confhruire au9 A mit einem beliebigen, 
iebot^ ^inreit^enb großen ^albmeffer einen Sogen BC, meldjer bic 
ßinie MN in B unb C fc^neibet, unb hcaan^ aw^ B unb C mit 
einerlei, jeboi^ gleii^fallö ^inreid^enb großem §albmeffer jmei Sögen, 
ttjel^e einanber in B buri^fd^neiben. 3ie[;t man nun AD, fo ifl 
AE ba^ gefut^te ^erpenbifel. 

3)er Semeiö folgt, nat^bem man AB, AC, BD unb CD gejogen, 
aus ben §§. 83 xmb 60. 

Sfnmerfung. 3n btn planimetrifi^en 3eii^nungen merben 
biefe brei legten STufgaben §§. 89—91 einfacher buri^ §ülfe cineö 
^öljernen red^tminfeligen 3)reie(fS gelöfl, m\6)t^ längs einem geraben 
ßineale gefd^oben wirb. 



60 ^lanimettie. 



Vierter Slftftjnitt 



§. 92. 

ßrflorung- gin ästete rf ijl ein bnxä) Dicr jld^ fd^nri^ 
benbe gerabe ßinicn umgrcnjter SC^eit einer @bene. 

I)a9 93ieretf f)at 4 Srfpunfte, melt^e paa weife einanber gegen* 
überliegcn. Sbenfo 4 Seiten, tüelc^e paartüeife einanber gegen:« 
tiberliegen, unb 4 SBinfel, melt^e paarmeife einanber gegenüber:? 
liegen. 

§. 93. 

@rf (Srung. Unter einer diagonale Derfte^t man eine 
gerabe ßinie, treC^e jtpei (Sdpuntk einer Stgur Derbinbct, 
o^ne ©eite ber ^gur ju fein. 

3m 93ieretf fuib jtüei S)iagonaIen mi^güc^. 

§. 94. 

Sel^rfa^. S)ie ©nrnme atter SBinfet eines SSiererfS iji 
gteic^ 4 rechten SBinfetn. 



S^oraudfe^ung: 

ABCD ifl ein ©ierecf. 



Jolgerung: 
^DAB + ^ABC+2,^CD + Z^DA = im. 

aSemeie. 9Jlan jie^e eine 5)iagonaIe AC, meldte ba^ 5ßieretf in 

jmci Xreietfe ABC unb ADC jerlegt. 3n bicfen beibcn ©reiecfen ijl 

nac^ §. 45 

^ C^Ä + ^ ABC + ^ BCA = 2 9t, 

^ Ci4P + Z ^^^ + Z J>^^ = 2 5» 
unb burd) Sfbbition biefer beiben ©leid^ungen mirb 

^ DAB + ^ ^i?(7 + Z. ^^^ + Z ^^^ = 4 9t, 




SSierter ^bfc^nttt. 61 

Bas Parallelogramm. 

§. 95. 

^rflSrung. Unter einem ^arattetogramm Derfte^t 
man ein SSierecE, in tretc^em Jebe jtpei gegenüberliegen 5c 
@citen pataM finb. 

3)lan gebraud^t baQ Beid^en / 7 für Parallelogramm. 

§. 96. 

Sel^rfa^. 3n einem ^arattctogramm finb jebe jtpci 
gegcnübertiegcnbc SBinfet gteidi gro^. 

5tg. 66. 
p. ^ aSorauöfefeung: 

/ y ABCD ijl ein Parallelogramm. 

./ ^ Jolflerunö: 

^ DAB = ^ DCB, 

^ ABC = ^ ADC. 

a3ett)ci9. ^aä) §. 42 ift, loenn man ilP mic SranSücrfale 

anficht, 

^ P^ß + ^ ^DC = 2 m, 

unb menn man DC tüie SranSüerfalc anfielet, 

^ ^DC + ^ DCfi == 2 gft. 

SfuS beiben ®Iei(^ungen folgt 

unb barauS, inbem man auf beiben (Seiten ^ ADC fubtra^irt, 

Z,DAB = ^ BCB, 

tu, j. b. it). 

?fuf bicfelbe SBeifc ^at man 

^ .4fiC + ^ DCfi = 2 91, 

unb 

^DCB + ^AJ)C=2^, 

fjolglic^ 
unb barauS 
lü. j. b. tt). 



60 Planimetrie. 



Vierter Slftftjnitt 



§. 92. I 

ßrflorung- (Sin SSiererf ijl ein burd^ Dicr jld^ fd^nei^ ' 
bcnbe gerabe Sinien umgtenjtcr SC^eiC einer @bene. 

I)a9 93ieretf ^at 4 Stfpunfte, tüclt^e paartütifc einanber 9egen=* 

überliegen. Sbenfo 4 Seiten, tüelc^e paartüeife einanber gegen:« 

überliegen, uub 4 SBinfel, meiere paarmeife einanber gegenüber^: 
liegen. 

§. 93. 

@rf(arung. Unter einer diagonale Derfte^t man eine 
gerabe ßinie, treCdbe jtpei @rf|)unftc einer Sigur t)erbinbet, 
o^ne ©eite ber ^igur ju fein. 

3m SSieretf jtnb jmei S)iagonaIen mögfic^. 

§. 94. 

Sel^rfa^. S)ie (Summe atter SBinfet eines SSiercdfö iji 
Qltxä) 4 rechten SBinfetn. 

gig. 65. 

S^oraudfe^ung: 

ABCD ijl ein sßieretf. 

Jolgerung: 
^DAB + ^.4ÄC + 2.BCD + ^ CI>il=4 SR. 

33 e weis. SJlan jie^e eine diagonale AC, tctläjt baQ SSieredE in 

jmci Xreietfe ABC unb ADC jerlegt. 3n biefen beiben ©reiedfen ijl 

nadb §. 45 

^CAB-{- Z^ ABC + ^ J5C^ = 2 9t, 

^ C^P-i- Z ^^^ + Z^^^^ = 231 
unb bnrd) 9(bbition biefer beiben ©feid^ungen mirb 

^ p^Ä + Z ^^^ + Z ^^^ + Z ^^^ = 4 8t, 
w. j. b. m. 




SSierter ^bfc^nttt. 61 

Bas Parallelogramm. 

§. 95. 

SrflSrung. Unter einem ^arattetogramm Derfte^t 
man ein SSierecE, in tretdiem Jebe jtrei gegenübertiegenbe 
(Seiten pataKtl fxnb. 

9Jtan gcbraud^t baQ 3eic^eu / 7 für ^arallclograinm. 

§. 96. 

Sel^rfa^. 3n einem Parallelogramm fmb jebe jtpei 
gegenüBerliegenbe SBinfet gteidi gro^. 

Sifl. 66. 
jy ry aSorauöfefeunfl: 

/ 7 ABCD i]l ein Parallelogramm. 

.Z Z Jolflerunö: 

ffietociö. ^a6) §. 42 ift, loeim mau AD wie Sranöocrfate 

anpc^t, 

^ P^fi + ^ ADC = 2% 

unb tüenn man DC mie Sranöoerfale anfielet, 

^ ÄDC + ^ DCi? = 2 9». 

SfuS bcibcn ®leid)ungen folgt 

^ P^i? + ^ ADC = ^ ilDC + Z. ^^^/ 

unb barau9, inbem man auf beibcn (Seiten ^ ADC fubtrat^irt, 

to. j. b. m. 

Sfuf biefetbe SBcife ^at man 

^ ^i?C + ^ DGB = 2 91, 
unb 

fjolglid) 

Z, ABC + ^ PCÄ = ^ DCJ5 + ^ ADC, 
unb barau9 

tu. j. i. tv. 




62 Planimetrie. 

§. 97. 

Sel^rfa^. 3n einem ^arattetogramm finb Jebe jtpet 
gegenüberliegenbe ©eiten gleici^ grof. 

Stg. 67. {BorauSfejjung: 

^^ ABCD ijl ein Parallelogramm. 

Jolflerung: 
AB = DC, 
A^ B BC = AD. 

83eiüei8. 2Jtan jiel^e eine Diagonale AC. Setrat^tet man 
biefelbe loie SranSüerfale, fo ^at man na^ §. 40 

^ BAC = ^ ACD, 
^BCA = /^ CAD, 
unb wenn man I;icju bie ibentift^e ©leie^ung 

AC = AC 

nimmt, fo folgt nat^ §. 56 

A ABC = A ADC, 

unb barauö naij §• 54 

AB = BC, 
BC= AD, 

It. j. b. tu. 

§. 98. 

Sel^rfa^. SBenn in einem SSierecE jebe itrei gegenübet=^ 
liegen be SBinfel glei^ grof finb, fo ijl bai 58ieredf ein 
Parallelogramm. 

(Umfe^rung be8 fie^rfafceS §. 96.) 

Stg. 66. a3orau«fe(}Uttd: 

/ DAB = / DCB, 

jzL / »olflerung: 

^ ABCD ijl ein Parallelogramm. 

SJemeie. ?fuS ben beiben gegebenen ©lei^ungen 

^ DAB = ^ DCB, 

^ ABC = ^ ADC 

folgt bnrt^ Sfbbition 

^ DAB 4- ^ ilPC = ^ PCÄ + ^ i4»C^ 



aStertrr 9(bfd^nitt. 63 

unb ba naä) §. 94 bie (Summe ber üier SBinfel, meldje in bicfer 
©leid^ung entfialten jltib, 4 91 beträgt, fo muß 

J/ PAB -f ^ ^C = 2 9t 
fein, tüorauö na6) §. 39 folgt 

BC II .ID. 
(Sbenfo auö beti beiben ©leii^ungen 

^ DAß = Z. ^C^, 
^ ABC = Z ABC 

folgt burt^ Wbbition 

^ 2>;4Ä + ^ .4DC = ^ PCfi + ^ ^fiC^ 
imb beö^alb mu^ auö bemfefbeii ®runbe itie oor^in 

Z DAB + ^ ADC = 2 9t 
fein, morauS nad^ §. 39 folgt 

AB II DC. 
35ie beiben 83ebingungeii ÄC || AD unb -4fi || DC aber Tnad)en^ 
iiai^ §. 95, baB SBiererf i4ÄCI> ju einem Parallelogramm, m. 5. b. m. 

§. 99. 

^ fiel^rfa^. SBenn in einem 93ierecE Jebe jtrei gegenüber^ 
liegenbe (Seiten gteici^ grof finb, fo ijl ba9 58ietecE ein 
^arattetogramm. 

(Umfe^rung beö ße^rfa^eö §. 97.) 

?ig. 67. 

lBorau6fe|}ung: 




BC = AD. 

Solgerung: 

ABCD ijt ein Parallelogramm. 

83 e tu eis. SMan jie^e eine diagonale AC. 9fn8 bm beiben 
gegebenen (Sleid^ungen 

AB = DC, 
BC = AD 
mit 3u)ie^ung ber ibentifc^en ©leii^ung 

AC = AC 
folgt nai^ §. 83 

A ABC == A ADC'y 




64 f'Iantmetrte. 

uub l;itrnu9 ifl iiarf) §. 54 

/^BAC = Z^ ACD, init[)in mi) §. 37 AB \\ PC^ 
^BCA = Z^CAV, „ „ „ BC\AD. 
5)ic bciben SBcbingungen AB || PC unb ^C || AB aber mad^en ; 

nac^ §. 95, ba8 93icrcdf ABCD ju einem Parallelogramm, tu. j. b. tu. 

§. 100. 

Sel^rfa^. SBenn in einem SSierecE jtpei gegenüberliegenbe 
©citen gteic^ grof unb |)arattet jlnb, fo ijl h<}A SSiererf ein 
^arattelogramm. 

*^^*^^' »prau«fe|junfl: 

/^ .45 = PC, 

AB II DC. 

Solgeruitfl: 

ilßCP ifl ein Parallelogramm. 

85 e tu eis. SJlan jie^e eine Diagonale AC, STlSbann ^at mau 

AB = DC nad) ber 83orau8fe^ung 
^C = ^C 
^ BAC = ^ ^CD nad^ §. 40, 
folglich nad) §. 60 

A ABC = A ADC., 
unb [jieranS ift na(^ §. 54 

Z,ßCA = Z, CAD, mithin nac^ §. 37 BC \\ AD. 
35ic beiben S3ebingungcn AB \\ DC nnb BC p AD aber mad^en, 
nac^ §. 95, ba^ SSicrctf ilfiCP ju einem Parallelogramm, m. j. b. tu. 

§. 101. 

Sel^rfa^- S)ie beiben ^Diagonalen eines ^orattelogrammd 
l^atbiren einanber. 

Stg. 68. SSoraudfe^ung: 

C ABCD ijt ein Parallelogramm. 

JJoIflfrung: 
AE = £C, 
ÄE = ED, 




SBtrrtrr «bfc^nttt. 65 

»emeiö. 2Jlan ^nt 

AB = DC na* §. 97, 

Z,EAB = ^ ECD r\aä) §. 40, 

Z,EBA = Z. RJ>C „ §. 40, 

folglich nac^ §. 56 

A ABE ~ A DCE 

unb baraud 

ilfi = EC, 

BE=ED 

ID. j. 6. tu. 

§. 102. 

Sel^rfa^* SBenn in einem SSierecE bie Reiben ©iagonaten 
elnanber ^aCbiren, fo ijl ba9 SSiererf ein ^araaelogramm. 

(Umfe^rung beS vorigen ßc^rfafceö.) 

IBorauftfe^ung: 
AE = EC, 
BE = ED. 

Jolflcrunfl: 

ABCD ifl ein Parallelogramm. 

a3emei8. 2Jlan ^at 

1) AE = JBC, 2) i4E = EC, 

BE = ED, DE — EB, 

^ AEB = ^ DEC, ^ AED = ^ BEC (§. 25.), 

folgüd^ nac^ §. 60 

A AEB = A DEC A AED = A Ä£C 

unb barauö 

AB = DC AD== BC. 

SJlit^in ifl nai^ §. 99 ba^ Sieretf ilfiCZ) ein ^arattelogramm, 

tu. j. b. w. 

§. 103. 

@rf(arung. @in ^arattetogtamm trirb ein Dled^tedf 
genannt, menn ein SBinfel beöfeCben ein redetet SBinfel ijl. 

@in ^arattetogramm trirb ein St^ombuö genannt, trenn 
ittjei iufammenftofenbe (Seiten beöfetben gteid^ gtof flnb. 

©in Parallelogramm trirb ein Öuabrat genannt, trenn 

SSittftdn*8 Steiii.«aRat^rmatie. 1. 93b. 2. «bt^Cg. ^ 




66 yiantmrtrtr. 

ein SBinfeC beefetbm ein regtet SBinM ijl unb jrpei ju:: 
fammenjlofenbe Seiten gleici^ grof finb. 

SBciter unten wirb ein Jftec^terf, in tozlijtm AB unb AD jnjei 
jufammenflo^enbe ©eiten ftnb, abgefftrjt buri^ CD AB . AD, unb 
ein Cluabrat über ber (Seite AB obgefürjt burt^ D AB bejeid^net. 

§. 104. 

3ttfafe- 3m dttäjUä jlnb atte t)ier SBinfet rechte SBinfeL 

3m ^^ombuö finb alle Her Seiten gteid^ grof. 

3m Cluabrat jinb atte Dier SBinfet re^te SBinfel unb 
alle (Seiten gteid^ grof . 

S)ie8 folgt bnxij 3ujie^ung ber oben nad^gewiefenen allgemeinen 
©igenft^aften ber ^arattelogramme. 

STnmerfung. ®in Jfte^terf, beffen jufammenflofenbe ©eiten 
ungleid^ fmb, wirb ein Dblongum, unb ein Parallelogramm 
mit fdjiefen SBinfcln, beffen jufammenfio^enbe (Seiten ungleich |tnb^ 
ein 9tl)omboib genannt. Diefe ^Benennungen fmb inbe^ feltener 
im ©ebraud^. 

§. 105. 

ße^rfafe* 3n Jebem Üit6)ttd fmb bie beiben diagonalen 
gleich grof . 

ABCD iji ein Sle^teif. 




Jolflerung: 
AC = BD. 

5)er 58 e weis ergiebt [jtc^ burt^ Kongruenj ber beiben 3)reiedfe 
ABC unb ABD na* §. 60. 

§. 106. 

Sel^rfa^. 3n jebem 9t^ombu6 fielen bie beiben $)ia90:= 
nalen auf einanber re^twinfefig, unb ^albiren bie SBinfet 
be6 9l^ombu8. 

Jig. 70. aSorauöfefeunfl: 

j^ Q ABCD ifl ein 3tbombu8. 

/^^ / Solgerunft: 

^^ ^B ^ BAE = ^ DAE. 



IBiertet Kbf^nttt. 
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®er Setüeiö ergiebt fxi) bmäj bic (gigenft^aften beS fllei(^a= 
ft^cnfeligen ©reierfö ABB nad) §. 69. 

§. 107. 

3ufo^. 3m Cluabrat flnb bie betben iDiagonalm gleich 
grof, t*^^^ öuf einanber re^ttPtnfeCig, unb ^atbiren bie 
SBinfel beö CluabratS. 



Sifl. 71. 




3n bcm nuabrat iiPCP ifl 

^ AEB = % 

^ BAE = ^ PiUB. 



§. 108. 

©rflorung. Unter einem Xtapti tjerjle^t man ein 
SSierecE, in meld^em jtrei gegenübertiegenbe ©eiten paxaM^ 
unb bie anbeten beiben (Seiten ni^t i^arattel flnb. 

35ie beiben parallelen (Seiten finb überbieS ung[ei(^ lang, megen 
§. 100. 

§. 109. 

SrflSrung* ©in SCrai^ej mirb ein gtei^fd^ienfetigeö 
Xtapti genannt, menn bie beiben nic^t |)aratteten (Seiten 
beefetben gtei^ grof j^nb. 



§. HO. 

ßel^rfa^* 3m gtei^f^enfetigen Sra|)ej finb bie SBinfel 
an icber ber beiben paxaMm Seiten gleich grof . 



Jig. 72. 



n 



r 



7kC 



E 



$BoTauSfr|ung: 

ABCD ijl ein gleic^fc^enfeligeS Srapej. 

Folgerung: 
^ BAB = ^ CBA, 

/ ABC = / BCB. 

^ 5* 



68 fXantmetrtr. 

SSemeiS. SJtan jie^c CE \\ DA. ?fte5ann ifl AECD ein ^aratte^: 
logramm, in meld^cm man nat^ §. 97 ^at 

EC=AD. 
Wber meil üermöge ber SBorauSfefeung AD = BC ijl, fo folgt njciter 

b. ^. 5a8 3)reietf JBÄC ijl gleid^fd^enfcUg. Daraus ergicbt |t(^ nat^ 

§. 61 

^ C£Ä = ^ CBE] 

folglid^, meil na^ §. 41 ^DAB = ^ CEB ijl, 

^ DAB = ^ CÄ.4 
tt). j. 6. m. 

gerner ^at man nad^ §. 42 

^ DAB + ^ ^7)C = 2 9t, 

^ CJ5^ + Z ^^^ = 2 31, 
woraus folgt 

^ D.4Ä + ^ ilDC = ^ Cfiil -j- ^ BCD'j 

unb menn man t)on biefer ©leid^ung bie fo eben bemiefene ©leit^ung 
^ DAB = ^ CBA fubtra^irt, fo bleibt 

^ ADC = /; BCD 
tu. j. b. tt). 

§. 111. 

Sel^rfa^. 9Benn in einem Xtapt^ bie SBinfet an einer 
ber beiben paratteten (Seiten gteid^ grof jlnb, fo ifl &a8 
%xapti ein gtei^f^enfetigeö. 

(Umfe^rung beS t)origeu ße[;rfafce8.) 

»ifl. 72. 

^ aSoraudfe^ung: 




Jolgerunfl: 

i4fiC/> ifl ein glei^fd^enfeligeS Xrapej. 

ffieineie. man jic^c CE\\DA. 2«8bann ifl nad^ §. 41 
^ P^fi = ^ C£fi, folglich oermöge ber SorauSfefeung 

^ cjs:j5 = ^ CJ5JS:, 

unb hieraus folgt nac^ §. 64, ba^ A EBC ein gfeid^fd^enfeligeS 
3)reietf ift, b. ^. 



Vierter «bfc^mtt. 69 

9Cber jugleid^ ijl AECD ein Parallelogramm, in meinem nat^ 
§. 97 EC = AD iflj folgftd) f)at man aud) 

b. t). mä) §. 109, baS SErapej ABCD iji ein gleid^ft^enfeligeS 
Srapej, m. j. b. m. 

SBürbe alö SBorauöfefenng bie ®leid)ung ^ ilPC = ^ PCP 

gegeben, fo mü^te man auö i^r burc^ ä^nlidie ©(i^Iüffe, mie in 

bem jroeiten X^eile beö üorigcn SBeweifeS, juüor bie ®Iei(^ung 
^ DAB = ^ CBA ableiten. 

§. 112. 

Sel^rfal* 3m gteid^fci^enfcligcn ^xapti fxnb bie bcibep 
S)iagonaten Qltiä) grof. 

Sig. 73. 

S^oraudfe^ung: 

^^^"^^ "^^ iiÄCP ijl ein gleic^fc^enfeügeS Srapej. 

golflerung: 
AC = BD. 

35er ©ettoeiS ergiebt jtc^ burt^ Songruenj ber beiben S)reietfe 
ABC unb i4Äl> nad) §. 60. 




§. 113. 

@rf larung. 3tt)ei Figuren trerben i n ^ a 1 1 ö g I e i ^ (ober 
fürjer gtei^) genannt, ipcnn fle enttpeber congruent flnb 
o&cr burd^ SCbbition ober ©ubtraction congruenter Figuren 
jufammengefe|t trerben fönnen. 

@o trenn j. S. eine Signr bnxij bie Summe « + 6 unb eine 
anbere burt^ bie @umme c + d gebilbet mirb, unb man üon ben 
5E^eiIen biefer (Summen einjefn mei^, ba^ a^c unb b^d ift, 
fo jtnb bie Siguren n + 6 unb c + d in^altögleid). 

35aöfelbe gilt Don ben beiben fjiguren 11 — 6 unb c — d. 

SWan fc^reibt = für in^altögleic!^. 



70 



9)IammetTte. 



§. 114. 

^rflarung* SBenn man in einem ©reiecE ober ^ataVit^ 
togramm eine beliebige (Seite, ober im ^ra|>ej eine &er 
beiben pataMtn ©eiten at6 ©runblinie angenommen 
^at, fo t)erfle^t man unter 5er ^ö^e im SDreiedf ein ^ers 
^)en5ifet au6 5er gegenüberlicgen5en (S|)ifee auf 5ie ®run5:: 
iinie 5 im ^arattetogramm o5er Sropej 5agegen ein ^erpen:= 
5ifet au6 einem beliebigen fünfte 5er gegenübertiegen5en 
@eite auf 5ie ®run5tinie. 

X)er ^erpenbifel, welcbcS bie §ö^e genannt mirb, trifft entmeber 
bic ©runblinie fclbfi ober bie 93erlängerung berfelbcn, meö^alb 
man bie ©runblinie immer fn^ ^inreid^enb verlängert bcnfen mu^. 

3m Parallelogramm unb Srapej fmb bie ocrfc^iebcnen *perpcns= 
bifel, mcli^e man al9 §ö^en confhuiren fann, fämmtlid) gleii^ 
groß, wegen §. 97. Denn je jioei bcrfelben jtnb immer gegen- 
tibcrliegenbe (Seiten einc9 Parallelogramms. 



§. 115. 

Sel^rfa^. Parallelogramme tjon gleiten ©runbtinien 
unb gleid^en ^ö^en finb in^altSgteid^. 



Jiö. 74. 



D 





K 



B E 




IBorauftfe^ung: 
AB = E¥, 
IK = LM. 

golgrrung: 
ABCD = EFGH. 



Sem ei 8. 2Jlan lege bie beiben Parallelogramme ABCD mib 
EFGH fo auf einanber, ba^ bie ©runblinie EF auf bie ©runb^: 
Iinie AB fättt, welches ber S5orau8fefeung gemä^ möglidi ifl. ^l^ 
bann merben, megen ber üorau9gefefeten ©leid^^cit ber §ö^en, bie 

gegenüberliegenben (Seiten DC unb HG, 
Sig. 74, in eine unb biefelbe gerabe 
ßinie fallen, j. 93. in bie ginie DN, 
Sig. 75, fo baj^ baQ Parallelogramm 
EFGH bie ßage ABNO annimmt. 




mtxin «bfc^nitt. 
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2n betn Srapcj ABND ijl nun 

AD = BC naäi §. 97, 
^ .4D0 = ^ ÄCiV mi) §. 41, 
^ ilOP = ^ Ä2VC nai) §. 41, 
foffllici^ nat^ §. 58 

A ^^0 = A BCN. 

©ubtra^irt man nun üon bcm Srapcj ilÄ/VP ba8 55rcic(I J?Ciir, 
fo bleibt ba9 ^arallcloflramm ABCD. (Subtral^irt man aber tjon 
bcmfelben Srapej i4^2\rP ba9 XirrietI iiDO, fo bleibt baö «paratte» 
logramm ilÄi^TO. ?foIgIi^ ip na^ §.113 

ABCD = ABm, 

b. i. ABCD = EFGH 

to- j. b. to. 

!J)aö Srapej ABND fann unter bcfonberen 5Borau8fefeungen ju 
rinem Parallelogramm ober einem gleid^fd^enfeligen ^rapej werben. 
3n biefen beiben fjällen fmb bie gegebenen Parallelogramme 
congnient. 



§. 116. 

8e|rfQ^* S)reiedCe bon glei(]^en ©runblinten unb gCei^m 
^B^en flnb in^attSgleid^. 

8ia. 76. 

IBorauSfej^ung: 
.4i? = DE, 
CG = PH. 

Folgerung: 
ABC = DEF. 

SSetoeiS. ajtan crgänje bie gegebenen Dreietfe ABC unb DEF 
JU ben Parallelogrammen ABIC unb DEKF üon berfelben ©runb:^ 
linie unb berfefben |)ö^e. Sflöbann ijl nad^ bem tjorigen Se^rfafte 

ABIC = DEKF. 

«6er ABC ijl bie §älfte üon ABIC, unb DEF ijl bie |)alfte t)on 
DEKF'^ folglid^ ^at man aud^ 

to. j. b. tt). 




72 



yiantmettif. 



^aä) bicfem Sc^rfafcc fann man ani) fagcn: 

35reic(fe über einerlei ©runbfinie, bercn (Spifcen in einer 
parallele ju tiefer ©runblinie liegen, jlnb in^altögleit^. 
J)enn biefe iDreietfe ^aben auij Qltiijt §ö^en. 

Sfnmerfung. X)er üorjle^enbe Se^rfafc fann au(^ Bettiiefcn 
werben, o^ne ba^ man nöt^ig i)at, bie gegebenen !Dttie(fe ju 
Parallelogrammen jU ergänjen, unb obwohl biefer 58etüciö ettoaö 
fd^tüieriger ausfällt, fo möge er bo6) nod^ ^ier folgen, ba er befonberö 
infhuctiü erfc^eint. 

gifl. 76a. 

ajlan fege bie beiben gegebenen 
X)reic(fe auf einerlei ©runblinie AB, 
fjig. 76 a, aber auf ütrfc^iebene 
Seiten berfelben. 2)a8 eine X)reie(f 
fei ABC mit ber |)ö^e CG, baS 
anbere iDreietf fei ABD mit ber 
§ö^e DB, unb na^ ber SSorauö:* 
fe^ung ^at man 

CG = DH. 

aSerbinbct man bie Spieen ber beiben 2)reie(fe burd^ bie gerabe 

ginie CD, mlijt bie ©runblinie AB (ober beren SSerlängerung) 

in E burd^fd^neibet, fo I)at man 

ACGE=A DBE na* §. 58, 
woraus folgt 

CE = DE. 

3ie^t man ferner au8 E bie mer Linien EI\\AD, EK\\AC, 
EL II BD, EM II BC, fo ertjält man Dier ^aar congruente T)reieefe 

AAEI=A AEK nac^ §. 56 
A CEI= A DER „ 
ACEL= ADEM „ 
AEBL= AEBM „ 
au9 beren 5fbbition mij ber Srflärung §. 113 folgt 

A ABC = A ABD 
to. j. b. tt}. 

SBenn ber 2)ur(i^f(^nitt9punft E in bie 5Berfängerung ber ©runb- 
linie AB fällt, fo Derwanbelt fi* bie üorjle^enbe Sfbbition jum S^eif 
in eine (Subtraction unb ber ©d^fu^ bfeibt unüeränbert. 




// 



// 



// 



SBietter Slbfc^nttt. 
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§. 117. 

Sel^rfa^. Snl^atteglcid^c ^araffclogrammc ton gtcid^m 
©runbttnicn l^aben Qltiäjt §ö^en, unb in^altSgtcid^c ^axailt^ 
togtammc üon gtei^cn §ö^en ^abm gltli^^c ®runMinicn. 

(Umfe^ning be9 8e^rfafee9 §. 115.) 



grjler Z^til 



«ifl. 77. 




p; 




ÜC 



B E 




18oTaudfr|}ung: 
ABCD = EFGH, 
AB = EF. 

Jolgerung: 
IK = Lüf . 



S5ctt)ci8. ©efefct c8 feien bie ^ö^eri IK unb LM ungleich, 
j. S3. IK > Lif. SffSbann trage man auf IK oon Ä" au9 einen 
9fbf(^nitt J^P = LJf ab, unb jie^e burt^ P bie 8inie RQ \\AB. 
5Run ijl nad^ bem Se^rfafce §.115 

ABQR = EFGH. 
?f6er nad^ ber 5Borau9fefeung ijl 

ABCD = EFGÜ, 

fotfllid^ 

ABQR = ^ÄCP, 

weldje ®Iei(^ung einen SBiberfpru^ enthält. 

3)er SBiberfprud^ ^ört nur bann auf, wenn man fe^t 

IK=LM 

xo. j. b. tt). 



Biüeiter %{)t\t 



»ifl. 78. 



$BoTau£fe|(ung: 

.4ÄCZ> = Et GH, 

IK = LM. 

Jolgerung: 
AB = £F. 

83 e tu eis. ©efefct e8 feien bie ©runblinien ^Ä unb EP ungfei^,. 
j. 83. AB > EF. 9fl9bann trage man auf AB üon A au9 einen 




74 9>Iammetrie. 

2fbf(^nitt AQ = EF ab mb jic^e bm6) Q bic ßinic QR \\ AD. 
9hin i|l nad) betn ßc^rfafcc §.115 

AQKD = EFGir. 
2fbcr nat^ ber 93orau8fefcung ijl 

ABCB = EFGfi, 

folglid^ 

.4öfil> = ABCB, 

xoz\i)t ©Ici^ung einen SBiberfprudj enthält. 

2)er SBiberfprut^ ^ört nur auf, wenn man fefet 

AB = EF 
tu. j. b. lü. 

§. 118. 

3ufa^* Snl^attSgteid^e SDreiccf e üon gteii^^en ©runbtinim 
l^aben gleite §ö^cn, unb in^attSgteid^c ©reiecfe t)on gtcid^m 
^öl^cn ^aben gteid^c ©runbCinicn. 

(Umfe^rung beS ßel^rfafeeS §. 116.) 

J)enn man ergänje bie gegebenen 2)reie(fe, wie im §. 116, ju 
Parallelogrammen Don berfelben ©runblinie unb berfelben ^ö^cj 
alSbann ergiebt jt(^ ba^ SBeitere unmittelbar au9 bem Dorigm 
ße^rfafce. 
3Jlan fann cm&j fagen (ügl. §. 116): 

SBenn inl^altSgleic^e iDreietfe über einerlei ©runblinie cnts= 
galten ftnb, fo liegen i^re ©pifeen in einer parallele ju 
biefer ©runblinie. 

§. 119. 

@rf(arung. Sine gegebene f?igur in eine neue ??igur 
t>ertt)anbetn ^eift eine neue Sigur confiruiren, xoü^t 
ber gegebenen in^att6gtei(]^ tjl. 

@o fann man, nat^ §. 115, jebeS gegebene Parallelogramm in ein 
beliebiges neues Parallelogramm Don berfelben ©runblinie unb $öl^c, 
alfo j. 83. aud^ in einen 9l^ombu9 ober in ein Stet^tetl üermanbeln. 

®benfo fann man, wai) §. 116, iebeS gegebene 2)reie(f in ein 
neues 2)reiecf Don berfelben ©runblinie unb §ö]^e, alfo j. 83. auci^ 
in ein gleiti^fd^enfeligeS ober ein re^tiüinfeligeS tjerroanbefn. 

3)ie Sfuflöfung biefer Sfufgaben wirb, i^rer (ginfat^^eit wegen, 
l^ier übergangen. 
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§. 120. 

Aufgabe ©in gegebenes ©reiecf in ein ^arattetogramm 
tjon berfetben ©runbfinie ju Dtxtüanbtln. 

8ig. 79. 

(begeben: 
A ABC, 

®efu(^t: 

Sn^altögleidjcS CD über AB. 

Sonjlruction. SWan fjcdbxxt AC in E, unb jic^e £P || ^lÄ 
unb BD (I il£. snsbann ijl ABDE ba^ gefugte sparaaelogramm, 
iDcK^eÖ bem XireietI ilÄC inJ^altSglei^ ijl. 

3)er ffietüeiö folgt burd^ (Songrucnj ber beiben 2)reie(Ie JECF 
unb DBF. 

9Benn man -4C wie bie ©runbfinie beS gegebenen iDreieäö ABC 
anfielt, fo löjl biefetbe Sonfhuction jugleit^ bie §fufgabe: (Sin 
gegebene© (Dreietl in ein Parallelogramm üon berfefben §ö^e ju 
tjettüanbefn. 

§. 121. 

Aufgabe, ©in gegebene« ^araffetogramm in ein ©reiedf 
l?on berfetben ©runbfinie ju uertranbetn. 

c 

gegeben: 

/ 7 ABDE. 

Sf ^'v iD 

®efu($t: 

3n[)alt§gleic^e8 A über AB. 

Son^lruction. 3Jlan verlängere AE über E binauS nad^ C, 
fo ba^ EC = AE wirb, unb jie^e BC. ?fl9bann ijl ABC ba^ 
gefud^te 35reie(I, treld^eö bem gegebenen Parallelogramm ABDE 
inbalteglei^ ifl. 

3)er Sem ei 8 mie im tjorigen Paragraphen. 

SBenn man AE wie ©runblinie beö gegebenen ^arattelogrammö 
ABDE auflebt, fo löfl biefelbe Sonjhurtion jugleit^ bie Sfufgabe: 





F B 
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6in gegebenes ^araHelogramm in ein Sireieä t>on öerfelBen ^^z ju 
tjerttjanbeln. 

§. 122. 

Aufgabe, ©in gegebenes Zxapn in einS)reie(f ober in 
ein ^araffetogramm t)on fcerfelben ^^t ju uewanbetn. 

»*fl-^^- ©egeben: 

-^ö 3:rapej ilÄCP. 

3n^altöglei(f)eö A ober I 7 t?on 
berfelben §ö^e. 

Sonjlruction. 1) SJtan ^albire eine ber nid^t paraMcn 
(Seiten be9 Srapej, ^C, in £, jie^e DE unb Derfängere bicfc ginie 
bis ju i^rem 2)ur(^f(^nitt mit ber verlängerten AB in U. Sflöbann 
ijl ili/Z> ba9 gefud^te Xireietf. 

J)er 58emei9 folgt anö ber (Songruenj ber 2)reiedfe DEC 

unb ^£^. 

2) 2Jtan ^afbire eine ber nid^t parallelen ©eiten beö Srapcj, 
BC, in E unb jie^e bur^ £ eine ginie ¥G || AD, mX&jt bie ©cite 
A5 in F unb bie Verlängerte I>(7 in G trijft. Sflöbann ijl AFGB 
ia^ gefuti^te «parattelogramm. 

Der 83 cm eis folgt au9 ber (Songruenj ber Dreietfe CEG 
unb BEF. 

§. 123. 

^ttfgoJbe« @in gegebenes ®reierf in ein anberee 5)teiedf 
über einer gegebenen neuen ©runblinie ju vertpanbefn. 

(Segeben: 
AABC, 

ßinie MH. 

®efu(^t: 

3n^alt9glei(^e9 A ober MN. 

gonjlruction. 2)ie gegebene neue ©runbfinie MN fei fleiner 
afö bie ©runblinie AB beö gegebenen I)reie(f8. 
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SJlan trage bie ©runbKnic MN auf AB t?ori Ä au8 bis P ai, 
unb jicl^e CD. SflSbann \)at ba^ Drcictf ilPC bie verlangte 
©runblinic, ijl icbod^ um ben Sn^alt bc8 2)reic(f9 P-BC ju Hein 
getüorbcn. Damit biefer 3n§alt tüieber ^injufomme, jie^e man 
bur^ B eine Sinie BE\\DC bis ju bem fünfte E, mo fie bie 
tjerlängerte AC trifft, unb jie^e enbli^ DE. SflSbann ijl ADE ba^ 
gefuri^te J)reie(f. 

35er 83emei8 folgt au9 ber Sn^attSgleid^^eit ber beiben 2)reie(Ie 
DBC unb DEC, beren ©runblinie DC gemeinfd^aftlid) ijl unb beren 
©pifeen B unb E in einer parallele ju biefer ©runblinie liegen, 
na^ §. 116. 

aSenn bie gegebene neue ©runbünie größer al8 bie ©runblinie 
beS gegebenen (Dreietlö ijl, fo fann man in berfelben ?5igur A ADE 
mic gegeben unb A ABC wie gefut^t anfe^en. 

§. 124. 

Aufgabe, ©in gegebenes ^araffetogramm in ein anbercö 
Parallelogramm über einer gegebenen neuen ©runblinie ju 
t?ertpanbeln. 

82. 

Ergeben: 

/ — 7 ABCD, 
8inie MN. 

®rfu^t: 

Sn^altögleid^eö CO ü^er MN. 

Sonjlruction. 2)ie gegebene neue ©runblinie MN fei Heiner 
atö bie ©runblinie AB be8 gegebenen Parallelogramms. 

2Jlan trage bie ©runblinie MN auf AB Don A au8 biö E ab, 
unb jie^e EF || AD. §fl8bann ^at ba8 Parallelogramm AEFD bie 
üerlangte ©runblinie, ijl jeboc^ um ben Sntjalt be8 Parallelogramms 
EBCF ju Hein geworben. 2)amit biefer Sn^alt mieber ^injufomme, 
jie^e man bie X)iagonaIe AF, verlängere biefelbe, bis fte in G mit 
ber verlängerten BC jufammentrifft, unb jie^e burc^ G eine parallele 
JU BA, totlijt Don ber verlängerten EF in H unb von ber ver:= 
längerten AD in / getroffen wirb. SHSbann ijl AEHI baS gefud^te 
Parallelogramm. 




78 f)lanitnrtrte. 

2)er 58ett)ei8 folgt au8 ber Sn^altSflfci^^cit ber beibcti ^axaMo^ 
grammc EBCP unb DFHI, weldjc jic^ ergicbt, mcnn man üon 

A ABG = A ^/G 
fubtra^irt 

A AEF=AADF 
unb A FCG = A WTC 
unb babei §. 113 antüenbct. 

Söenn bie gegebene neue ©runblinie größer af8 bie ©runblinie 
beö gegebenen ^araHelogrammS ifJ, fo fann man in berfelben Sigur 
/ 7 ^££r/ tüie gegeben unb -45CI> tt?ie gefuc^t anfe^en. 

§. 125. 

3nfa^. Söenn man in einem ^aratteCcgramm bnxä) 
einen beliebigen ^unh einer diagonale jtrei gerabe Sinien 
paxaUti mit ben (Seiten bee Parallelogramms jiel^t, fo flnb 
biejienigen beiben neu entjie^enben ^araffetogramme, buxä) 
tvdäjt bie ©iagonale nid^t ge^t, in^aftögteid^. 

(So ftnb in bem ^araMogramme ABGI, gig. 82, bur^ ben 
^unft F ber S)iagonaIe AG bie beiben geraben ßinien DC \\ AB 
unb EH II AI gejogen unb baburc^ bie beiben in^altSgleid^en ^araMo^^ 
gramme EBCF unb DFHI entjlanben. 

§. 126. 

ße^rfa^ beS ^appn6. SBenn man über jmei (Seiten 
eines gegebenen SDreierfö, aU ®runblinien, Parallelogramme 
confiruirt, bie gegenüberliegenben (Seiten biefer ^araffeto^ 
gramme bis ju i^rem S)ur^f^nitt8|)unfte verlängert, biefen 
^unft mit ber ®|)ifee beS ©reiedPs burc^ eine gerabe ßinie 
üerbinbet, mit biefer ßinie au6 btn ^nbpnnfttn ber ©runb:: 
tinie beS ©reierfs gjarallelen jie^t, bis ba^in, tt?o^ biefelben 
bie gegenüberliegenben (Seiten ber Parallelogramme treffen, 
unb enblid) bie jutefet genannten fünfte bur^ eine gerabe 
ßinie tjerbinbet: fo entließt über ber ®runbtinie beS geges 
benen ©reietfs ein ^J^^^ö^togramm, tt)e[d)eS ber (Summe 
ber beiben über ben (Seiten biefeS SDreiecfS conftruirten 
Parallelogramme in^dltSgleid^ ift. 



aSirrtet $(bf(^nttt. 



79 



«ig. 83. 




SSoraudfrj^ung: 

ACDE unb BCFG ftnb 
^arattclogramme, 
AK II CH, 
BL II CH. 



L 



golgerung: 
7 ABLK = / 7 ACDE+ 
I — 7 ^CFG. 

Sern eis. 2)ic SSierctfc i^CÄÄ unb ÄCtfL ftnb in golge ber 
SBorauSfc^ung Parallelogramme, folglich ^at man nac^ §. 97 

AK = CH, BL = CH, 
tooraus 

unb ba ferner, in Sofge ber SSorauöfe^ung, nat^ §. 33 

AK II BL 
\% fo ijl nad^ §. 100 ba8 SSieretf ABLK ein Parallelogramm. 

gerner ijl nac^ §.115 

AIMK = ACHK = ACDE, 
BIML = BCHL = BCFG 
»orauö bnrc^ Sfbbition folgt 

ABLK = ACDE + 5CFG 

5fnmerfung. Diefen @afe ^at ^appuö üon 2ftepanbria 
gegeben, welcher um baB Sa^r 400 nad^ S^r. ®eb. lebte. ®r ijl 
in einem Söerfe be9 ^appu9 enthalten, melti^eö für unö befonberö 
beS^alb große SBid^tigfeit f)at, roeit e8 un8 jugleid^ Don einer 
Jfnja^l mat^ematifc^er (Schriften ber ©ried^en, bie feitbem verloren 
pnb, ausführliche ?la^ric^t giebt. 

SBie man Don bem üorfle^enben ße^rfa^e ©ebrauc^ mad^en !ann, 
um jmei gegebene Parallelogramme ju abbiren ober ju fubtra^iren, 
fo ba^ bie Summe ober 3)ijferenj tüieber ein Parallelogramm wirb, 
leuchtet Don felbjl ein. 

§. 127. 

Se^rfa^ be6 ^^t^agorad* S)a6 Ciuabrat über ber 



fcer @umme btv Dualrate übet btn itibm Äat^rten. 

»ig. 84. 







aAB:=DAC+nBC. 



BeiDtifl. 3Jlaii jie^t .lUS bm ©Aeitttpirnfte C btS tt^tni 
33uiftl9 bie gciiibt Sinte Cff'|| A£, inib bftocifc alSbaun, baf 1) ba$ 
Stfc^ttä -4t/fE =! D AC, imb 2) bii9 SÜM^tetf BLKD = D ßC ijl. 
Um ba9 erfle jii btiteifen, i,ittjt man bit 35iagbiia[en £fr-un6 
fC, unb bie ^iilfsfiiiieii £C unb ffl. SDliiu r>it fllSbann 
AC = AF nls 0,ikibrfltfeittii, 
AE = AB „ 
Z. CAE = Z. FAB = M + Z C^*/ 
folfllti^ ifl nn^ §. 60 

A CAE = A FAB. 
getnre ijt waä^ §. 116 

A CAE = A lAE, A FAB = A WC, 
folglie^ aiicfc 

A L<1£ = A VAC. 
@iiblt^ ijl 

A tA£ = \ ALKE, A f AC =\UAC, 

fotglii^ 

ALffE = D AC. (1.) 

Um biig 3meite }u beiDeifcii, ;ie[)t miiu ebtnfo bie X)iiigoualen 
Dl mb IC, iiwb bie §li[fälinieri DC unb lÄ. gRnii ^nt nlebaim 
ßC = BI nl9 SHiiobrntfeiteii, 
BD = BA „ „ 

Z CBD = Z /BA = ffl + Z CBA, 



mttttt abfc^nitt. 81 

folglich naä) §. 60 

A CBD = A IBA. 

gcrner ijl naä) §.116 

ACBD=A LBD, A IBA = AIBC, 

folgli^ au(^ 

A LBD = A «C. 

A Li?P = i ÄLÄP, A «C = I D ÄC, 
folgli^ 

BLKD = D ^C. (2.) 

Sfbbirt man nun bic (Slcic^ungen (1) unb (2), fo erhält man 

nAB = nAc4'OBc 

tu. j. b. tu. 

^fnmerfung. 2)er üorjictjcnbe ße^rfafe wirb bem ^t;t^aa: 
goraö jugefd^ricbcn, welker um 580 üor S^r. ®c6. ju ®amod 
fltboren würbe unb ju Äroton in Unter^Stalicn eine berühmte 
^)^iIofop^if(^e (Schule grünbete. g8 wirb erjä^lt, baf ^^t^agoraS 
au8 !Danf für feine (grfinbung ben ®öttern eine §efatombe jum 
Opfer gebracht fjait'^ boij wiberfprit^t biefer Srjä^Iung ber Um« 
jlanb, ba^ bie ^^t^agoreer, al8 Sfn^änger ber ße^re Don ber 
Seelenwanberung, eine ^öbtung t>on Spieren fit^ niii^t erlaubten, 
«ut^ ber (Safe üon ber SBinfelfumme ber iDreietfö (§. 45) wirb 
im sp^t^agoraS jugefd^rieben, ber überhaupt auf ba8 ©tubium 
itt ajlat^ematif großen SBert^ fegte. 3laij i^m wirb bie befanntc 
(luabratförmige 2fnorbnung bc8 SiusmaUSinö bie ^^t^agoreift^e 
Slei^entafel genannt. Unfere neun 3iffern unb beren ®ebrau(^ 
itim 3a[jfenf(^reiben foüen i^m glei^fattS befannt gewefen feinj 
^itMi)t ^atte er jte auf feiner Sfteife nat^ Snbien, wo^er biefe 
3iffern flammen, fennen gelernt 5 boij fmb fte fonjl nirgenbö bei 
i)en ©riechen nad^weiSbar in btn ©ebrauti^ gefommen. ®nbKt^ 
lehrte fc^on ^^t^agoraS, fo weit man au8 btn bunfelen Serid^ten 
feiner ®(^üler fdjficfen fann, bie Bewegung ber @rbe um bie 
Sonnej eine ße^re, bie inbeffen Don 2frijloteIe9 verworfen würbe, 
6i8 erjl Sopernicuö berufen war, jte wieber ju einem Sunbamentat 
fafee ber Sfjhonomie ju ergeben. 

SBie ^^t^agoraö ben nad^ i^m benannten ße^rfafe bewiefen \)atf 
ifl uns unbefannt. 3)er oben gegebene 83ewei8 ijl berfelbe, weld^en 
©uflibeö in feinen ©fementen mitt^eilt. ginen jweiten Seweift 
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9>Ianimettte. 



fann man foglcic^ au9 bem ße^rfafec bcö ^appuö §. 126 ableiten, 
a^enn nimmt man in Siflur 83 bcn SBinfcf ÄCB gleid^ einem 
rechten SBinfef nnb bie gifluren ACDE unb BCFG al8 SHuabrate 
an; fo (ä^t ficb (eid)t ben?eifen, ba^ a\xi) ABLK ein JCLuabrat tDirb, 
unb barauS folgt alsbann foglei^ ber ju beroeifenbe @afc. 

(gine fe^r anf^auli^e XarjleHnng beS ^lit^agoreifdjen 8e^rfafce§ 
SJfl. 86. ergiebt ftc^ auf fofgenbe SBeife. 

aJlan jietje, ??ig. 85, AM ± AB, 
BN ± AB unb MO || AB. S)iefe 
Linien jerlegen bie Cuabrate 
ber beiben ^att)tttn in bie fünf 
mit 1, 2, 3, 4, 5 bejeid^neten 
Steile. Sßenn man nun biefe 
fünf Steile au8 einanber nimmt 
unb in ber burc^ ^unfte^ans^ 
gebeuteten SBeife in ABDE ttie» 
ber jufammenfefet, fo beÄen jle 
genau baQ Quabrat ber ^^po^ 
tenufe. 

SBie man üon bem Se^rfa^e beö ^t^t^agoraS (Sebraut^ machen 
fann, um jtoci gegebene Duabrate ju abbiren, ober ju fubtra^iren, 
fo ba^ bie @umme ober ©ijferenj toieber ein Duabrat wirb, leuchtet 
Don felbfl ein. 




§. 128. 

Sel^rfa^* SBenn in einem SDreiecf e ba& Cluabrat über einer 
@eite in^attSgteid^ ber (Summe ber Cluabrate über ben beiben 
anbem Seiten x% fo ifl ba& SDreiecE ein re(j^tipinfelige§. 

(Umfe^rung be8 oorigen Se^rfa^eS.) 



IBorauSfr^ung: 

DAB=DÄC'{'DBC. 

golgcrung: 
^ ÄCB = Sft. 




SBierter Slbfc^nttt. 
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»cttjeiö. ©cfefet bcr SBiuW ACB fei iüd)t ein rechter SBinW, 
fonbem j. 83. ^ ilCÄ < 91. SKan errichte in C auf BC ein ^er^ 
penbüel CD, ma&jt CD = Cil unb jietie BD. Sfftbann ijl DGB 
ein in C red^hüinfefigeö iDreietf, in meinem man nari^ iem Dorigen 
Se^rfafce I)at 

D P5 = D DC + D 5C. 
^3erner ijl na^ ber SSorauSfe^ung 

U AB=^U AC-^-UBC, 

unb au9 beiben Oleic^ungen folgt, »regen DC = AC, 

D Z>fi = D AB, 
mithin auri^ 

Dfi = AB. 

SBenn man aber auf bie beiben I)reietfe DBC unb ABC ben 
Sf^rfafe §. 81 antnenbet, fo erhält man 

DB>AB 

unb biefeö roiberfprid^t ber üorigen ©leit^ung. 

Sin SBiberfprut^ üon berfefben 9frt würbe jum JBorfd^ein ge^ 
fommen fein, menn man ^ ACB > 91 angenommen ^ätte. 

J)er SBiberfprud^ ^ört nur auf, wenn Z, ^^* = ^ ^% hJ- h ^- ^' 

ffieifpief. SBenn bie (Seiten eineö 2)reie(f8 in einer beliebigen 
en^jgin^eit burc^ bie Ballen 3, 4, 5 auSgebrütft werben, fo 

ijl baB (DreiedC ein rec^twinfeligeö. !Denu 
conjhuirt man bie £luabrate über ben 
brei ©eiten unb jerlegt biefelben, wie in 
• Sig. 87, in Heine Duabrate, welche bie 
Sängensgin^eit jur Seite ^aben, fo jinb 
in bzn brei Quabraten ber 9tei^e nad^ 
9, 16, 25 ff eine iCluabrate entsaften j 
unb ba 9 + 16 = 25 ijl, fo gefc^ie^t 
bamit bem üorjle^enben ße^rfa^e ©enüge. 



Sig. 87. 
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Statt ber brei 3ö^Ien 3, 4, 5 !ann man au^ annehmen 5, 12, 

^35 ober 8, 15, Hj ober 20, 21, 29, unb Diele anbere. ©old^e 

^et^twinfeligen (Dreietle, beren (Seiten jtd^ burc^ ganje Sagten 

*^iiöbrü(Ien laffen, nennt man Dorjugöweife ^^t^agoreift^e 

•^reieäe. 

6* 
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fXanimrtrie. 



§. 129. 

Aufgabe. @in gegebenes 9ttä)ttd in ein Cluabrat ju 
toertoanbetn. 




®egeben: 

giri^tetf ÄBCD. 
3n^att8flleidje9 Duabrat. 



Konjlruction. 9Jlan üerfängere bie fleinere (Seite BC bc8 
gegebenen Sted^teäeö über C ^iuauS m6) E, fo ba^ BE = AB toirb, 
conjlruire über BE al9 35urc^meffer einen §albfrei8, verlängere 
DC über C binauS, bis biefer §albfrci9 in F getroffen mirb, gie^e 
BF, unb conjhuire über BF al9 Seite ia^ Duabrat BFGH. m^^ 
bann ijl biefeS Duabrat in^aftSgleid^ bem gegebenen Sled^tetl ABCD. 

3um 83e weife jiebe man EF. X>ann ijl BFGH Cluabrat über 
einer Äat^ete beö rec^tminWigen 2)reie(fS EBP, unb ba8 SEBeitere 
folgt aus §. 127. 

Sfnmerfung. iDurt^ biefe Sfufgabe, mit 3ujie^ung früherer 
STufgaben, ijl man im (Btanbt, jebeS gegebene 2)reie(f ober Sßierei 
in ein Duabrat ju üertüanbeln. 



fünfter Slbft^nitt. 



§. 130. 

^rflSrung. gin^ol^ÖO« oberSSicterf ijl ein butti) 
tetieblg Oiete fiä) fc^neibenbe Qctabt Sinim umgrcnjtcr %f)tH 
einer @bene. 



fünfter ^bft^nttt. 85 

©etüö^nlic^ fc^Iie^t man ba^ X)reie(f, ^äufig aui) baQ aSierctl 
von btn ^of^floncn au9. 2)od^ gelten bie nteijlen ©igenfd^aften 
ber ^ofijgorie anij Don bm SSieretfen unb SDreietfen. 

@in ^of^gon Ijat titn fo Diel ©tfpunfte wie (Seiten. Unb ba 
in jebem ©rfpunfte be9 ^ot^gonS jmei bafelbjl jufammenjlofenbe 
(Seiten einen SBinfel bilben, [o ^at ein ^ol^gon anij eben fo 
üiel 2Bin!eI tüie (Seiten. 

§. 131. 

iSel^rfa^* 3n einem ^ol^gon uon n (Seiten taffen fl(ä^ 
^ ^ ^"" SDiagonaten jie^en. 

S3ett)ei8. SBenn man juerfl auS ©inem ®(fpunfte beS ^oI^= 
gonö atte möglit^en X)iagonaten jie^t, fo fallen 3 fünfte ^inmeg, 
nai) benen man feine S)iagonaIen jie^en fannj nämüc^ ber ^unft 
felbp, aus metcbem bie X)iagonaIen gejogen toerben, unb bie beiben 
benachbarten SdPpunfte beö ^of^gonS. ^flfo bleiben nur n — 3 
®dEpun!te übrig, nad} benen man diagonalen jietjen fann, ober 
bie Sfnja^I ber anQ ©inem Stfpunfte beS ^ol^gonö möglid^en 
35iagonaIen beträgt « — 3. 

SBerben nun au8 jebem ber n Srfpunfte atte möglid)en 3!)iago= 
naien gejogen, fo toieber^olt jtc^ bie Dorige Sfuja^I n mal, ober 
man erhält n . (« — 3). Sfber in biefer Sfufjätjlung ijl jebe diagonale 
jiweimal gejault, nämlic^ foroo^I Don i^rem einen Snbpuntte al8 
Don i^rem anberen Snbpunfte au8. STIfo beträgt bie Sfnja^f ber 

möglichen I)iagonaten nur ^ ' ^^"" \ to. j. b. to. 

58eifpiel. !Die Sfnjn^f ber möglichen diagonalen im SSieretf 
beträgt 2, im günferf 5, im (Sec^8erf 9, 2c. 

Diefe I)iagonaIen Wnnen, jebe einjeln genommen, entroeber ganj 
innerl;alb, ober ganj aufer^alb, ober jum S^eil innerhalb unb 
jum S^eil au^er^alb ber SIäd)e ber ^Jigur fatten. 

§. 132. 

Se]^r|Q^. Um ein gegebenes ^ol^gon Don n Seiten in 
©tcierfe ju jertegen, btxm ©rf^junfte mit ben ©rfpunften 
5e6 ^ot^gonS jufammenfatten, müjfen n — 3 diagonalen 
ßtiogtn werben. 
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S3emeid. fBtnn man aud Sinetn @d(punfte beS ^ol^gond ade 
möglichen diagonalen jic^t, fo beträgt bie Sfnja^I biefer (Diagos: 
naien n — 3 (f. btn öorigen SBemeiS). Siegen nun alle biefe 

diagonalen innerhalb ber ??Iä(i^e beö ^01^== 
gonS, »ie in gig. 89,^ AC, AD unb AE, fo 
trirb burc^ biefelben ba^ ^ol^gon in lauter 
35reietfe jerlegt, beren ©tfpunfte mit btn 
®tfpunften beö ^ol^gonö jufammenfaffen? 
folgfid) ifl für biefen Soll ber ße^rfafe be^ 
triefen. 

ßiegt eine ber diagonalen ni^t innerhalb ber ??Iä(^e beS ^ol^* 
gonö, wie j. 58. AC in ??ig. 90, fo fann man jie tregfaffen unb 
Patt berfelben in bem entpanbenen SBieretf ABCD au8 einem anberen 

(Stfpunfte; B eine 2)iagonale, BD, gießen, 
welche innerhalb ber ^Vdäjz biefeS SSieretfö 
liegt. Sfifo bleibt bie Sfnja^I ber (Diagonalen, 
£ welche baQ ^of^gon in 2)reietfe jerlegen, 
beren (gtfpuufte mit ben (gtfpunften be8 
^oIt)gon8 jufammenfaden , fo grof wie 
öorijin. 

Siegen jtoei auf einanber folgenbe J)iagonaIen nic^t innerhalb 
ber mi)t beS «poI^gonS, wie j. 85. AC unb AD, gig. 91, fo fann 
man jte beibe weglajfen unb jlatt berfelben in bem entpanbenen 

??ünfetf ABCDE jmei anbere J)iagonaIen, 
BD unb BE, jiel^en, trelt^e innerhalb ber 
mijt biefeS Simfetfö liegen. 9flfo bleibt 
mieber bie Sfnja^f ber 2)iagonalen, welche 
baQ ^ol^gon in ©reietfe jerlegen, beren Srf^ 
punfte mit btn Stfpunften be8 ^ol^gonS 
jufammenfallen, fo grof wie üor^in. 

@o fann man fortfahren, wenn me^r als jwei auf einanber 
folgenbe 2)iagonalen nit^t innerhalb ber Stäche beö ^ol^gonS 
fallen, unb gelangt allgemein ju bem @d|lujfe, ba^ bie Sfnja^l ber 
erforbertic^en diagonalen immer n — 3 beträgt, w. j. b. w. 





Sünfter «Ibf^nttt. 87 

§. 133. 

Se]|rfa|* S)ie ^Cnja^t ber !S)reie(Fe^ in totl6)t ein gegebmeö 
^ol^gon t?on n @citm iericgt »erben fann un5 beten @cf^ 
<)Uttfte mit 5en ßcfpunften be6 ^ollj0on6 iiifammenfaffen, 
beträgt n — 2. 

Semeid. SBenn man bie 3)iagonaIett bed Dortgen Paragraphen 
in ber gehörigen Jfteiftefolge jie^t, fo fd|neibet jebe 3)iagünale Sin 
%xtiti Don bem ^o(pgon ab : nur bie (e^te (Diagonale^ ate ^iago:" 
tiflle eines SSieretfS, liefert jtrei 3)reietfe. Sfffo ifl bie Sfnja^I ber 
entfianbenen 35reietfe um (Sinö größer al8 bie Sfnja^I ber 35iago^ 
naim. 3)a nun bie Sfnja^l biefer J)iagonalen n— 3 tüar, fo be^ 
trägt bie 2fnja^I ber entpanbenen S)reietfe n— 2, tu. j. b. ». 

SeifpieL @o jerlegt man alfo 

ein aSieretf burd^ 1 2)iagonafen in 2 J)reietfe, 
„ Sünfetf „ 2 „ „3 „ 

„ ©et^Setf „ 3 „ „4 „ 

§. 134. 

Sel|rfa^* ®ie ©umme aller 8Bin!el eines ^olpgonö 
l>ctragt fo Diel mal iirei xtä)tt SBinfel, n?ie ba9 ^olpgon 
<Seiten f)at, weniger Dier re^te SBinfel. 

Ober totnn man in einem ^otl;gon Don n (Seiten bie ©umme 
<iHer SBinfel mit S bejeid^net, fo ifl 

S = 2nei — 4 91. 

beweis. 2)a8 ^ol^gon Don n Seiten fann nac^ bem Dorigen 
^aragrap^ burc^ diagonalen in n — 2 2)reietfe jerlegt werben, 
^^en ©dfpunfte mit bm (gtfpunften bc8 ^ol^gonS jufammenfaHen. 
^n jcbem biefer 3)reietfe beträgt nad| §. 45 bie ©umme ber SBinfel 
^ SR. Srtfo mu^ bie ©umme aller SBinfel beS ^ol^gonS, ober S, 
Td Diel mal 2 31 betragen, wie baQ ^oU;gon ©reietfe enthält 5 ober 

S = (n — 2).28l, 

^orauö burc^ weitere Sutmitfelung folgt 

S = 2n3l~4 3l, 
^. j. b. tr. 
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SBcifpiel. J)ic ©umrne affcr SBiuM beträgt im J)reie* 2 91, 
im SBierctf 4 SR, im güufe* 6 31, im @ed)Sctf 8 81, k. 

§. 135. 

3ufa^* 3ebc6 ^ol^ßon ^at tpcniflfiens 5rci ^o^Ie SBinf cl. 

S)eun foHtc ein ^ol^gon üou « Seiten nur 2 ^o^Ie SBinfel 
^aben, fo mü^te eö n — 2 erhabene SBinfel enthalten ^ nnb ba ein 
erhabener SBinfel größer alö 2 91 ifl, fo würbe bie ©umme biefer 
erhabenen SBinfel fci^on me^r als (n — 2) . 2 91, b. i. 2 « 81 — 4 9t 
betragen, tüQ8 bem üorigen ^aragröp^ roiberfprit^t. 

§. 136. 

@rflärung* Unter einem regelmäfigen ober regu=: 
Idren ^ol^gon t)erjie^t man ein ^olygon, beffen ©eiten 
glei^ grof imb beffen SBinfel glei^ gro^ jinb. 

Unter ben J)reie(fen baQ gteit^feitige 2)reie(f, unb unter 
btn SSieretfen ba^ Qu abrät fönnen bcmnad; ju btn regetmäfigen 
^ot^gonen gejault werben. 

§. 137. 

Sel^rfa^. Seber ^ot^gonirinf e( in einem regelmäßigen ^o== 

4 

t^gon t)on n Seiten beträgt jirei redete SBinfel weniger — 3t. 

Ober wenn man ben ^ol^gonwinfel mit W bejeidjnet, fo iji 

Tr=2 8l— -8t. 

n 

X)er 83 e weis ergiebt jtc^, wenn man bie Summe aller SBinfel 
ober S (§. 134), burcö bie Sfuja^I biefer SBinfel, ober n, biDibirt. 

83eifpiel. 3eber ^oU;gonwinfeI beträgt 

im regelmäßigen 2)reietf 60^, 

SSieretf 90°, 
günfetf 108°, 
Set^eetf 120° 

2C. 



// // 

ff ff 

ff ff 



§. 138. 

Sel^rfa^* ßongruente ^ol^gone werben burd^ übereinfKm:= 
ntenb gejogenc SDiagonalen in congruente S)reiecfe jerlegt 



Sflnftrr «bfc^nitt. 
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3i0. 92. aSorauifej^ung: 

ABCDE = FGHIK. 

Solgerung: 
A ABC = A FGB, 
A ACD = A FHI, 
ßu- — ^ GU^- " A ADE = A F//ir. 

SSctüeiS. 35a bic «Polygone ilÄCPE unb FGIf/Ä al8 congruent 
totauöflcfe^t tücrben, fo tann man fie fo nuf einanbcr legen, bo^ 
tie jtd| öoHpänbig betfen. 2flöbann trerbeu auäj bie gleic^Iiegenben 
Sipunfte beiber ^ol^gone jufammenfaUcn, folglich anä) (§. 9) bie 
übcrcinjKmmenb gejogenen J)iagonaIen AC unb FH, AD unb F/j 
unb mithin betfen pc^ audj bie ©reietfe ABC unb FGH, ACD unb 
FH/, iU>£ unb FIK, b. ^. biefe 3)reietfe fmb paartreife congnient, 



§. 139. 

ßel^rfa^. ^bl^gonc jtnb congruent, tt^enn jle au8 con^ 
fltuenten ©rcierfen auf übereinfiimmenbc SBeife jufammen^ 
flefefet ftnb. 

(Umfe^rung be8 üorigen ße^rfafee8.) 

A ilÄC = A FGH, 

>7 A ^I>£ = A FIK. 

Jolgerung: 
45CD£ = FGÄ//r. 

Säerüeie. SJlan lege bie beiben ^oft)gone ABCDE unb FGH/iT 

fo auf einanber, ba^ baQ ©reietf FGH auf ^5C fättt, trelt^eö 

Jnöjliti^ ifl, ba beibe 3)reiecfe nat^ ber SBorauSfe^ung congruent 

pn5. 5fl8bann jinb, wegen ber übereinflimmenbcu 3ufamnienfe^ung 

Jer beiben ^ol^gone, bie jufammenfallenben fünfte A unb F, 

C unb H jugleit^ au(^ gleit^tiegenbe ©tfpunfte ber beiben folgenben 

fongruenten J)reiecfe ACD unb FÄ/^ folglich toirb auc^ ba8 3)reiedf 

PHI auf ilCP fallen. Serner fmb, n^egen ber übereinflimmenben 

^ufammenfefeung ber beiben ^ol^gone, bie jefet jufammenfallenben 

fünfte A unb F, D unb / jugleic^ auc^ gleic^fiegenbe (Scfpunfte 
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ber itibtn fofgenben congrucntcn 2)reic(fc ADE unb FIK\ folglich 
tüirb au^ ba% J)reietf FIK unb ADE fallen, ©bcnfo würbe man 
fortfahren, menn bie Jftei^e ber 3)reietfe no(^ gröper märe, ^an 
gelangt mithin allgemein ju bem ©c^Iuffe, ba^ bie beiben üor^ 
(iegenben ^ol^gone üoUftänbig jufammenfatten, alfo congruent finb, 
to. }. 6. xo. 

2f nmerfung. J)urc^ biefen ße^rfafc ifl man immer im ©tanbe, 
bie Songruenj jmeier ^ol^gone auf bie Songrueng berjenigen 3)reieie 
jurütfjufii^ren, au8 trelci^en bie ^oU;gone jufammengefefct trcrben 
fönnen. Sfu8 biefem ®runbe ift eine treitere ^Betrachtung ber Son^ 
^uenj ber ^ol^gone unnöt^ig. 

§. 140. 

$(ufga6e* @in gegebenes ^ol^gon in ein SDreiedf ju 
t?ertt)anbeln. 




(gegeben: 

^ol^gon ABCDE. 

©efuc^t: 

3n^aItSgIeic^e8 A. 



Sonjlruction. 3n bem gegebeneu günfetf ABCDE jie^e man 
eine S)iagonaIe AD, welche ba8 2)reiccf ADE abft^neibet^ lege bur^ 
bie gegenübertiegenbe ©pifee E biefeS 35reietf8 eine ^araMe ju AD, 
ma^t biefefbe fo lang, bis fie bie Serlängerung ber anliegenben 
(Seite BA in F trifft, unb jie^e DF. Sftöbann ifl au8 bem günfed 
ABCDE ba8 in^alt8glei^e SBieretf FBCD geworben. 

??erner jie^e man in bem entpanbenen SSieredE FBCD eine ©iago^s 
nate BD, welche ba8 J)reietf BDC abfc^neibet 5 fege burc^ bie gegens^ 
übertiegenbe ©pifee C biefe8 X)reie(f8 eine ^arattele ju BD, mai)t 
biefelbe fo fang, bi8 jie bie SSerfängerung ber anfiegenben (Seite AB 
in G trifft, unb jie^e DG. Sff8bann ifl au8 bem SBieretf FBCD 
ba8 in^aft8gfei(!^e 2)reietf FGD geworben, mitl^in bie Sfuf* 
^afie gelöft. 



%ünfin «bfc^Rttt. 91 

3)cr SS c» eis ergiebt ji^ auö ber Sn^aftögWc^ftcit ber 35reictfe 
ADE unb iU>F, fo wie ber S)reie(fe fiöC unb fiöG, nati^ §.116. 

9(u8 biefer €on{lruction folgt Don felbjl, mie man mit einem 
me^r alö fttnffeitigen ^ol^gon ju »erfahren f)at. Vnä) iji leidet }u 
erfennen, tüie bie Sonjkuction fic^ änbern muf, trenn ba$ ^ol^gon 
erhabene SEBinfel enthält. 

^fnmerfung. 3lad;) bem öorigen Sfbfc^nitt fann jebeS 35reiect 
in ein Slet^tetf, unb biefeS in ein Duabrat öermanbelt werben. 
9oIgIi(^ läp fi^ allgemein iebeS ^ol^gon in ein Quabrat Der^ 
»anbeln. 



©erster Slbfijnitt 

S^oiB Itreife. 



Sangenten unlr Tetanien. 

§. 141. 

ßrWärttttg.*) Unter einer Sangente bc8 Äreife6 hx^ 
^t^t man rtne unbegrenjte gerabe ßinic, weld^e mit bem 
Äreife nur ©inen ^unft gemein ^at. 

S)iefer gemeinfd^afltid^e ^unft wirb ber SSerü^rungö- 
punft genannt. 

9fu(^ fagt man öon einer Sangen te, jte berühre (obertangire) 
ben ^eiS. 

§. 142. 

SrflSrung* Unter einer ©ecante beS Äreife6 t)erfle^t 
^an eine unbegrenjte gerabe ßinie, wel^e mit bem Äreife 
itoei fünfte gemein ^at. 

®iefe beiben gemeinfd^aftlid^en fünfte werben bie @ ^ni tfe 
pnnttt genannt. 

STm^ fagt man üon einer ©ecante, jte fc^neibe bm ÄreiS. 



*) $ier fiitb guDor bie {{. 26 bis 82 ju toteber^oten. 



] 
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|)IantmetTtr. 

§. 143. 



Sel^rfa^. 6ine gerabc ßinic, treibe in bcm ©nbpunfte 
rinc6 ^albmeffcr« rc^toinfcttg auf biefcm ^atbmcffcr tle^t, 
ijl eine Sangente beS itreifeS. 



Sifl. 94. ^ 




IBorauSfej^ung: 

^ BCM = gt. 

Jolgerung: 

ilß ift Sangente. 



58 e tu eis. ®S muf gegeigt merben, baf bie gerabe ßinie AB 
au^er bem fünfte C feinen jweiten ^unft mit bem Greife ge» 
mein ^at. 

©efefet e8 fei P ein jtreiter ^unft ber geraben ßinie AB, itjelc^er 
jugteic^ bem au8 M als äJlittelpunft confhruirten Greife angehört, 
gjtan jie^e MD. Sftebann f)at man nat^ §. 27 

MD = MC. 
Sfber in bem rec^ttüinfeligen Dreiecfe MDC ifl nat^ §. 37 

MD > MC, 
unb biefeS triberfprit^t ber üorigen ©leit^ung. 

2)er SBiberfpruc^ ^ört nur öuf, trenn C ber einjige ^unft ijl, 
tretc^en bie gerabe ßinic AB mit bem Greife gemein ^at, tu. j. 6. ir. 

§. 144. 

ßei^rfa^. ©ine gerabe ßinie, n^el^e in beut ®nbpunfte 
eine6 $albmejfer8 ni^t red^tft^infelig auf biefem ^atbmeffer 
jie^t, ijl eine (Secante beg ÄreifeS. 

SBoraudfe^ung: 
^ fiCJIf < 31. 

Jotflerunfl: 

AB ijl ©ecante. 




eec^lter «Ibfc^mtt. 93 

SSetoeiS. @d mu^ ßejtigt tottbm, ba^ bit gerabe Sinie AB 
au^er bcm fünfte C nodj einen gmeiten ^iinft mit bem Greife 
gemein f)at. 

9Jlan fätte aiiö bem 2JtitteIpunfte M beö ^reifeö auf bie gerabe 
ginie AB ba^ ^erpenbiM MD, trage bie Sänge CD naäj DE ab 
unb jie^e ME. «flebann ifl nac^ §. 74, 2) 

Jlf C = ME, 
folgü^ ijl na^ §. 29 ber ^unft E ein ^unft berjenigen Ärei^:^ 
^erip^erie, tDÜ6)t bxxxij C ge^t unb btw ^unft M jum SJlittefc 
punftc ^at^ b. ^. bie gerabe ginie AB ^at jwei fünfte C unb £ 
mit bem Greife gemein, tu. j. b. ». 

§. 145. 

Sel^rfa^. Sebc Sangente fd^ttef t mit bem ^albmeffer im 
a5erü^rung6punfte einen redeten SBinfel ein. 

(Umfe^rung beö ge^rfafeeö §. 143.) 

9id. 96. 

B 

. I 

l 

AB ip Sangente in C. 

golgerung: 

^ fiCJf = 31. 




aSetüciö. Oefefct e8 fei ^ BCM nic^t gleic!^ einem ret^ten 
SGBinfel, fo tüürbe, na6) bem vorigen ße^rfafee, bie gerabe ßinie AB 
an^er bem fünfte C noc^ einen jtreiten ^unft mit bem Greife 
gemein ^aben, traö ber S5orau8fe|ung tt)iberfpri(^t. 

Xiiefer SBiberfprud) ^ört nur auf, wenn 2. ^^^ = ^ ^% 
tv. }• b. to. 

§. 146. 

Aufgabe* S[n einen gegebenen ÄreiS in einem gegebenen 
fünfte bedfelben eine Sangente ju legen. 
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yianimetrie. 




begeben: 

O au6 M, 
spunft C in ber ^erip^erie. 

®efuc$t: 

Sangentc in C an O. 



!l)ie (Sonjlruction folgt unmittelbar auö bcmSe^rfo^c §. 143. 

§. 147. 

$(ufga6e* S(n einen gegebenen Ärei6 t)on einem gegeben: 
nen fünfte aufer^alb beöfetben eine Sangente ju jie^en. 

@)egebeit: 

O cmö if, 
^unft A au^erbalb beöfelbeu. 

r 

(defud^t: 

Sangcntc aii8 il an O- 

®rfle Sonflruction, gig. 97. 2Jtan i\ü)tMA, conflruirc über 
biefer ßinic, afS 2)ur(^meffer, ben §albheis MBA, unb öcrbinbe ben 
^unft fi, tro biefer §atbfrei8 ben gegebenen ^reiö trifft, mit A 
burd^ bie gerabe ßinie BA. 2)iefe ßinie ifl bie gefachte SSangente. 

3um Semeife jiel;e man iffi unb n^enbe ben ße^rfafe §. 68 
an, nat^ trelc^em 2L ^^^ = ^ iP- 

3tt)eite Sonjlruction, ??ig. 98. SJlan jie^e MA, conjlruire 




»ifl. 98. 




aus j^ als gjtittelpunft mit MA aU 
§a[bmejfcr ben Kreisbogen AB, errichte 
in C auf MA ba^ ^erpenbiW CB, mU 
t^eö ben Kreisbogen AB in B trifft, jie^e 
MB, unb enbüc^ auS bem ©t^nittpunfte 
J) bie gerabe 8inie BA. J)iefe Sinie ifl 
bie gefud)te Sangente. 

3um Setüeife ^at man naS) §. 60 
A MDA = A MCB, woraus folgt 

^ ifDii = gt. 
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SCnmcrfung. 2)urc^ jcbe birfer Sonfhuctioncn jtnb au8 bem* 
felben ^itnfte A ^»ei Sangenteu an ben gegebenen ^reis möglic^. 

§. 148. 

Sel^rfa^* SDic 6tiben Sangenten, tt^eld^e man t)on einem 
gegebenen fünfte aufer^alfe eine6 Äreife6 an biefen Äreiö 
legen fann, jlnb gleii^ lang. 



IBoraulfej^ung: 

AB unb AC fmb Sangenten. 

golgerung: 
AB = AC. 



93 e weis. SRan jiefee MB, MC unb MA. SOöbann ijt 

MA =^ JTil; 

JfB = MC mä) §. 27, 
^ Jf«il = ^ ifCil = Jft nac^ §. 145, 

folglich na6^ §. 76 

A MBA = A Jf C^, 
unb barauS nad^ §. 54, AB = AC, m. j. b. tt). 

§. 149. 

6rf(ärung* @ine @c^ne ijl eine begrenjtc gerabe Sinie, 
welche itpei fünfte einer Äreiö ^ ^erlp^erie mit einanber 
k^etbinbet. 

SJlan fann aud^ fagen, eine ©e^ne fei berjenige S^eil einer ©ecante, 
totli)tt innerhalb bed ^reifed liegt. 

§. 150. 

2tfyefa1f. Sine gerabe Sinie, tvtläjt au6 bem SJHttetpunft 
beö Ärcifc6 nad^ bcr SJlittc einer @c^nc gcjogen tt^irb, jle^t 
red^ttpittfctig auf biefer @e^nc. 

SSerbinbet man bie Snbpunfte ber @e^ne mit bem a)litte(pun!te 
bee Ätcifea, fo ifl biefer Se^rfafc betüiefen im §. 69. 



96 yiantmetne. 

§. 151. 

Se^rfa^. (Sin ^npmUitl, mlijti aue btm 9JHtte(punfte ,; 
6ee ÄreifeS ouf eine @e^ne gefättt toivb, ^albivt fciefe @e^ne. c 

3fl gleii^ tvie 5er Dorige 8e§rfa^ betoiefen im §. 70. 

§. 152. 

Srl^rfa^. @in ^nptniiM, tvtlijti in btt !Dlitte eineicr 
(Se^ne auf biefer (Se^nc errichtet h>ir6, trifft fcen 9)littel 
puntt 5eS Äteifeö. 

3fi glei^ wie 5er Dorige ße^rfafe betoiefen im §. 73. 

§. 153. 

Sel^rfii^. ©lettre @e^nen eined ^eifed ^a^en glei^r 
Sfbjiänbe Dom SJlittetpunfte. 



St0. 


100. 






n 




$Borau«fe|^ung: 

äb = cd, 


[ M 


ß.' 




ME ± AB, MF ± CD. 

Solgerunfl: 


V^./"' 




ME = ilf/'. 


Söctr 

folglich 
mithin 


eis. man jiefie ifB unb JIfC. SttSbann ifl 
Jlfl? = iJfC UQ(^ §. 27, 
EB — FC mi) §. 151, 
^ Jtf £5 — MFC — 31 nac^ bcr ajorauSfefeung 5 
nac^ §. 76 

A MEB — A if FC, 
anij ME = JlfF, ». j. b. w. 



§. 154. 

i^el^rfa^. Seinen cinc6 ÄreifcS, tpcld^e gleid^e SCbjldnbc 
bont SDlittctpunfte ^abcn, jinb gleid^ ßtof . 

(Umfe^rung be8 vorigen Se^rfafeeS.) 

3)cr Sctüeiö !ann nai) btm SBorbilbc beS üorigen ©emeifeö 
Qtfüljvt tüerben. 
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§. 155. 

uafl ße^rfa^. SBenn jiret Seinen einc6 Greife« unßleid^ 
fttl fln5, fo f)at 5ic größere t)on i^ncn bcn fttincren ^Cbjlani) 
t)om 2JlittcIpunftc. 



ni- 




HS 






/ 



IBoraudfe^ung: 

i4B > CD, 

Jlf E ± AB, MF ± CD. 

Jolgerung: 
ME < Jf F. 

SSemciS. 2Jtan jieljc iffi unb JIfC. Sffebaim ifl ua^ §. 127 

DMB=0 ME+n EB 
aMC==a MF 4- DFC 
unb 5a man au^erbcm ^at JfÄ = MC, mithin au(^ D ifi? = D MC, 
fo folgt auö bcn bcibcn üorigeu @Iei(^ungen 

D Jlf£ + D JEÄ = D Jf/'+ D FC. 
5tun ifl nai) bcr 5Borau8fcfeung ^45 > CD, folgli^ auc^, wegen 
§. 151, BE^FC unb barauö 

D JEÄ > D Ft;^ 
unb wenn man biefe Ungleichung tion ber vorigen ©leic^ung fub* 
tra^irt, fo fommt 

D Jf £ < D Jf F, 

fc. i. Jf£ < MF, m. j. b. ». 

§. 156. 

Sel^rfa^. SBenn itvd (Seinen einc6 Ärrifc6 ungtcid^e ^b^ 
ftänbe t?om SDlittetpunfte ^aben, fo ijl bicjcnlge bon i^nen bic 
Öiroßere, »etd^e bcn Heineren «Cbjianb t)om SUtittetpunft ^at 

(Umleitung beS üorigcn 8e^rfa|e§.) 

3)er SBeweiö fann nac^ bem SSorbilbe be8 üorigen fBemeifeS 
Geführt werben. 

§. 157. 

3ufa^* SDie größte tjon allen (Seinen eines Äreife6 ift 
^er ©urd^mejfer- 

mttßein'e (gttm.^mat^tmam. 1. 23b. 2. «bt^lft. '^ 




9d Planimetrie. 

§. isa 

Sel^rfa^* 6inc Qtxabt Sinic fonn mit einem Äreifc 
mäji brei §)Unfte getneitt ^ahtn. 

S)cr fBctüeiS ijt in §. 74, 5) enthalten. 

§. 159. 

SIufgaBe* @in€ti Äreis ju confiruiren, n?et(!^et 5urc^ btei 
gegebene fünfte ge^t 

»ig. 102. 

©(geben: 

fünfte A, B, C. 
^ ®efudi|t: 

B O b"^* ^/ ^/ ^• 

Sonflruction. 2Jlau üerbinbe bie brei gegebenen fünfte 
Af B, C burc^ bie beiben geraben Sinien AB unb BC, 3n bet 
ajlitte B üon i4Ä enic^te man ein ^etpenbifef PJIf 5 ebenfo in bet 
ajlitte £ Don 5C errid^te man ein ^erpenbifel Alf 5 nnb tzn 35urc^^ 
fc^nittSpunft Jf biefer beiben ^erpenbifel üerbinbe man mit A b\xcä) 
bie gerabe ßinie MA. SBenn man nun auö M al8 2Jtittelpunft 
mit MA als §albmeffer einen ÄreiS confhruirt, fo wirb biefer Ärei^ 
jugleic^ burc^ bie brei gegebenen fünfte A, B, C ge^en. 

3um SSetreife jiel^e man noc^ MB unb MC. 9fl8bann folgt 

auQ §. 74, 2) 

MA = MB = MCy 

folglich liegen nad^ §. 29 bie «punfte A, B, C in einer ^rei8=^ 
^erip^erie, beren QJlittelpunft M ifl. 

(Determination. ®ie Sfufgabe wirb unmöglich, njenn bir 
brei gegebenen fünfte in Einer geraben ßinie liegen. 

ffage jmeier Äreife. 
§. 160. 

ße^rfa^- SBenn itt>n Äreife ben 9Jlittetpunft unb einen 
^unft i^rer ^ertp^erie mit einanber gemein ^aben, fa 
berfen fie ^ä). 

^er SSemeiB ergiebt jic^ au8 §. 29. 



§. 161. 



9d 



3ufa^* ^eife t?on glrid^cn ^albmcffern flnb congruent. 

3)enn man fann jte naij bctn tjorigen ßcl^rfafee fo auf cinanbcr 
legen, ba^ fle fxij betfen. 
Äreife üon gleichen §albmeffern nennt man fütjer: gleiche Greife. 

§. 162. 

Se]^rfa|. SBettn itvti Greife brei fünfte mit einanber 
gemein l^aben, fo btdtn jie jt^. 



gig. 102. 




SSorauöfet^ung: 

Timäj A, B, C ge^en jttjei Greife. 

golflerung: 

SSeibe Greife becfen jit^. 



Seireis. CDa bie fünfte A, B, C beiben Ä^reifen jugleic^ an^ 
gehören, fo fallen auc^ bie <S>t^mn AB unb BC beiber Greife auf 
einanber 5 fotgli^ fallen auc^ bie ^erpenbifel DM unb EM auf 
einanber, toelc^e in beiben Greifen auf ben SJlitten B unb E bicfer 
Seinen errichtet pnb^ unb mithin mu^ auc^ enbtic^ ber ^unft M 
afe 2JtitteIpunft beiben Greifen jugteid^ angel^ören. 9lun l^aben 
bie beiben Greife htn 2JtitteIpunft M unb einen ^unft j. 58. A ber 
^erip^erie mit einanber gemein, folglich becfen jte jtc^ nac^ §. 160, 
h). j. b. w. 

§. 163. 

ßrfläruttg. ^m\ Ärcife, iretd^e einerlei 2JlitteIpunft 
unb tjerf^iebene ^albmejfer ^aben, iüerben concen trifte 
Greife genannt. 

§. 164. 

ßrfläruttg. SÖenn jirei Äreife t)erf^icbene 9Jlittetpunfte 
l^aben, fo t?crjie^t man unter i^rer g entr allin ie bie 
unfecgrenite gerabc ßinic, xotii^t bur^ i^re 2JlitteIpunftc 
gelcflt mtbm tann. 



1 Ar^cy-ik c\ 
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§. 165. 

SrNätung. SSon jtpei Ä^reifcn, tvd6)t nur ßincn ^unft 
mit cinan&er gemein ^aben, fagt man, jle berühren ji^ 
in biefem fünfte. 

SSon jirei Greifen, »eld^e gn^ei fünfte mit einanber ge«: 
mein ^aben, fagt man, jle fd^neiben jld^ in bicfen fünften. 

35ie SBcrü^rung jmeicr Greife ijl eine äußere ober eine innere 
SJerü^rung, je na^bem beibe Greife ganj au^er^alb einanber, ober 
ber eine ganj innerhalb beö anbnn liegen. 3tDei jtd^ fd^ncibenbe 
^eife liegen immer jum S^eil in einanber unb jum S^eil aufer 
einanber. 

§. 166. 

Sel^rfa^. SBenn itt?ei Greife einen ^unft i^ret (SentraU 
linie mit einanber gemein ^aben, fo berühren fle fi6) in 
biefem fünfte. 

3)a bie SSerti^rung eine innere ober eine auf ere fein fann, fo jtnb 
l^ier jtoei SäHe ju unterfci^eiben. 



Srfler gall. 



St9. 108. 




Jf, A, L in gerabcr Sinie. 

golflfrung: 

A ifl Serü^rungSpunft. 



Sem ei 8. Oefefct bie beiben Greife bätten, auf er A, noi) einen 
jtreiten ^unft B mit einanber gemein. 2Jtan jie^e bie §albmeffer 
MB unb LB. Sftebann ifl nadj §. 27 

MB = MA, 
LB = LA, 
iooraud burc^ ^bbition folgt 

MB + LB = ML. 
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Sfber naä) §. 78 ip 

MB + LB^ ML, 
folglich finbct l^icr ein SBibcrfpru^ jlatt. 

35cr aBibcrfpru^ l^ört nur auf, wenn bie beiben Greife feinen 
Sroeiten ^unft auf er Ä mit einanber gemein Mafien 3 folglich 6e^ 
rühren fie jt^ in Ä, vo. j. i. tu. 



3iüeiter galt. 



Stfl. 104. 




SBoraulff j)ung: 

M, L, Ä in geraber Sinie. 

golflftung: 

A iji SSerü^rungöpunft. 



85 c tu ei 6. ©efefet bie beiben Greife Ratten lüie Dor^in, auf er A, 
einen gweiten ^unft B mit einanber gemein. 3Jlan jie^e bie $alb* 
meffer MB unb LB. STftbann iji nat^ §. 27 

MB = MA, 
LB = LA, 
tooraua bur^ ©ubtraction folgt 

MB — LB = ML. 
«fber nat^ §. 79 ijl 

MB — LB,^^ ML, 
folglich jinbet ^ier ein SBiberfprudj jiatt. 

CDer SBiberfpru^ ^ört nur auf, wenn bie beiben Greife feinen 
jrpeiten ^unft auf er A mit einanber gemein ^aben^ folglich berül^ren 
fe fi(^ in A, to. j. b. ir. 

§. 167. 

Sel^rfa^. SBenn jtDei Äreife |t(!^ berühren, fo liegt ber 
aSerül^nittflöpunft in i^rer 6entratlinie. 

(Umfe^rung be8 Dorigen ge^rfafceö.) 
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^lanimttxu. 



Stfl. 105. 




SB r a u Ö f f j) u n g : 

A ijl 83crü^rung8pun!t. 

golflftung: 

Jf, A, L in geraber Sinie. 



83 e weis, ©efefet ber ©erü^rungSpunft ^ liege nid^t in ber 
gcntralfinie ML. SJlan fäffe au6 il ein «perpenbifet AB auf J!fL, 
üertängere baSfetbe über B ^inauS, fo ba^ BC = AB mxb, unb 
jie^e MA, MC, LA unb LC, «flsbann ijt nac^ §. 74, 2) 

Jlf -4 = MCf 

LA = LC, 

folglich ^aben nac^ §. 29 bie beiben Greife au^er bem 95erü^rung8s 

punfte A nod^ einen jmeiten ^unft C mit einanber gemein, maS 

ber 83orau8fe^ung wiberfpric^t. 

©er Söiberfpruc^ I}ört nur auf, trenn ber SSerü^rungöpunft A in 
bie Sentrallinie ML fällt, m. 5. b. m. 

3)er a3eirei8 bleibt wörtliii^ berfelbe, bie beiben Greife mögen jid^ 
t)on aufen (wie in f5ig. 105) ober Don innen berühren. 

§. 168. 

3ttfo^. 3tt)ei fl^ berü^renbe Äreife l^aben im ^ttvi\)^ 
rungSi^unfte eine gemeinfd^aftli^e S^angente. 

Ober trenn man an einen Don jtrei jtd; berü^renben Greifen 
im fBerü^rungöpunfte biefer Greife eine Sangente legt, fo berührt 
biefe Sangente in bemfelben fünfte jugleit^ auc^ bzn anberen Ätei6. 



IDtnkel im &retff. 

§. 169. 

SrflSning. Unter einem gentritrinfcl berfie^t man 
einen SBinfel, beffen @(!^eitetpunft im SWittetpunftc eine« 
ÄreifeS liegt. 
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3tfem ßentriminfcl gehört ein Ä'rciSbogcn ju, tuclt^er jmift^en 
btn (g^enlcln beöfefbcn entölten iji. ®8 fei AB biefer itreisbogen j 
i(?nn fann man ten Sentriirinfet, irelc^er auf bem Sogen AB ^t% 
fug bur^ S (i4*) bejeit^nen. 

ßfienfo fl^ört iebem ^o^Ien SentriminM eine Seltne ju, totlift 
jtcifc^en ben (^(^enleln bedfelben enthalten ifl unb bie Snbpunite 
Äc9 i§m jugel^örigen ©ogenS Derbinbet. 

§. 170. 

Sf l^rfa^. 3u gtei^en ßentritirtnfetn in einem Greife, ober 
in gleiten Greifen, gehören gleite Sögen. 

SBoraulff j)ung: 
^ AMB = ^ CLD. 

golflfrung: 

83ogen AB = ©ogen CD. 

83 e tu eis. 2Jlan lege bie beiben SBintel AMB unb CLD fo auf 
tinanber, ba^ L auf M unb LC auf -Sf-4 fättt, alSbann lüirb megen 
fccr SSorauSfefeung auc^ LD auf MB fallen. Serner werben, iregen 
®Iei(i^eit ber ^atbmeffer, bie fünfte A unb C, foirie bie fünfte 
^ unb P einanber betfen^ unb ba überbieS nat^ §. 160 bie beiben 
Äreij3*^erip]^erien einanber betfen, fo müjfen auc^ bie Sögen AB 
unb CD ifjxtx gongen STuöbe^nung nad^ jufammenfaffen, ober nad^ 
§. 30 ^at man 

Sogen AB = Sogen CD 
it). j. b. to, 

§. 171. 

Srl^rfa^. 3u gteiii^en Sogen in einem Streife, ober in 
fltei^en Äreifen, ö.e^ören gleid^e ßentritDinfel. 

(Umletjrung beö oorigen 8e§rfafce8.) 

ß / ^>^ JßorauÄfejjung: 

Sogen AB = Sogen CD. 

Solgerung: 
^ AMB = ^ CLD. 
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S3cwei§. SJlan lege b'xt iübtn gleichen Sögen AB nnb CD fo 

auf einanber, ba^ jle il^rer ganjen 9fu8be]^nung na^ jafammms^ 

fallen, alfo jugleic^ aut^ bie fünfte A nnb C, foiüie bie fünfte B 

unb D einanber bedfen^ tvtlä)t^ nai) §. 30 möglich ijl. ?fl9bann 

itjerben nat^ §. 162 aut^ bie SWittelpunfte M nnb L beiber Äreife 

einanber beien ] folgfit^ irirb auc^ ^ AMB mit ^ CLD jufammen^^ 

fallen, ober eS ifi 

^ AMB = ^ CLD 

tu. }. b. tt). 

9fnni erlang. 3n biefem ße^rfafce beruht ber eigentliche ®runb 
für bie 2Jleffung ber SBinfet bur^ ^reiabögen, ire^e in ber ©r^ 
flärung §. 32 angejeigt irorben ift. 3)enn au8 biefem Se^rfafee erft 
fann man fc^Iie^en, ba^ alle SBinfel Don T unter fic^ glei^ gro^ 
jlnb5 ebenfo dtte SBinfet Don 1', unb Don 1"5 unb ^ierauS fann 
man ferner ft^Iiefen, ba^ man immer biefelbe ^fuja^t Don ©raben, 
ajlinuten unb ©ecunben für einen gegebenen SEBinM erhalten mirb, 
wie gro^ man au^ ben §albmeffer beSjenigen Ä^reiöbogenS annimmt, 
irelc^er au6 bem (S^eitelpunfte bc6 Söinfefö, af8 SJlittelpunft, jmifc^en 
ben (S^enfctn beSfetben conjhuirt mirb. 

§. 172. 

Sel^rfa^. 3u gleiten gentriiDinfetn in einem Greife, 
ober in gleiten Äreifen, gehören gtei^e ©eignen j unb um^ 
gefe^rt, iu gleiten (Seinen gehören gteiii^e 6entrin?infet. 

3)iefer ße^rfafc ijl nat!^ §. 169 auf r;ot)Ie SentritoinM befd)ränft. 
3)er 83eirei6 ergiebt fu!^ in {ebem ber beiben gfätte burd^ eine 
Songruenj jireier Xireictfe. 

§. 173. 

3ufa^. 3u gteiii^en Sögen in einem Äreife, ober in 
gleiten Greifen, gehören gteid^e ©c^nenj unb umgefel^rt^ 
ju gleiten ©e^nen gehören gleite Sögen. 

I)iefer (Safe, irelc^er unmittelbar au9 ben brei Dorigen ©äfeen 
folgt, ijt auf Sögen befc^ränft, welti^e Heiner al6 ein ^albfreis ftnb. 

§. 174. 

grflärung- Unter einem ^eri|?]^erietDinfeI l^erfle^t 
ma/t einen SBinfrt, beffen @^eitctpunft in bie ^erip^erie 
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eine« Äreifeö fällt unb bcfen (Bä)tnttl tntmbtt jtPti ©eignen, 
ober eine @e^ne unb eine SCangente flnb. 

ajlan \)at l^ierna^ fogleitiö jirci ?frten Don ^cripl^erieminfcln ju 
unterf^eiben, je nad^bem ber SBinfel Don jirci Seinen, ober Don 
einer @e^ne unb einer Sangente, al8 ©c^enfeln, gebilbet wirb. 

3ebem ^eripl^eriewinfel gehört ein Ärei6bogen ju, melci^er jirifti^en 
btn ©c^enfeln beöfelben entsaften ijl. 

§. 175. 

ße^rfo^- (Sin ^erip^erictpinfel ifl ber ^Ätfte beSjenigen 
ßentritrinfelö gtei^, trel^em berfelbe Sogen iuge^Brt. 

®rjler Sali. Xier ^erip^eriewinfel irirb Don einer (Se^ne unb 
einer Sangente gebilbet. 

«ifl 107. 

SS T a u d f r ^ u n : 

AB ijt (Se^ne 
AC ijl Sangente. 

Folgerung: 
^BAC = \(^{AB). 

Seireie. g8 fei i«f ber SJlittelpunft be6 Äreife6. 2Jlan jie^e 
MA unb MB'^ alSbann ijl 

^ AMB = S (AB), 

unb trenn man anS M auf AB ba9 ^erpenbifel ME fättt, fo §at 
ntau Dermöge beS §. 70 

^ ^ilf£ = I S (.41?). 
9lun ift Dermöge beS ßef^rfafeeS §. 45 in bem in E rec^twinfeligen 
2)reie*e AME 

^ AME + Z. ^^^ = 9^5 
ferner ifl nadj bem Se^rfafee §. 145 

Z BAC + Z MAE = gfl. 
Sfu8 biefen beiben ©leic^ungen folgt 

Z BAC + Z MAE = Z AME + ^ JRT^E 
unb baraua naci^ ©ubtraction beS Z^MAE 

Z BAC = Z ^^^ 

b. i. ^ Ä^C = i S (^fi) 
lü. j. b. IT. 
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3n bicfcm SScmcife ijl öprouSgefefet tBoxi>tn, ba^ brr 9ßfti^tm 

«Perip^erieirinM BAC m fpi&er SBinfel fei. ©ottte fciefer SBi^fd 

aber ein jlumpfer SBinfet fein, j. 58. ^ ÄilD, fo §at man fofijrt 

ebenfo . 

/;^BAD = \(^ {ÄFB). 

aienn biefe ©leit^ung liefert, ju ber vorigen ©nbgleit^ung ajbbirt^ 
bie ibentifc^e ©leic^ung 

2 91 = 2 91. 

3tüeiter fSall. 3)er ^eripl^eriewinfel irirb üon jmei (Se^ne 
gebilbet. 



lBoraudfrj)un0: 

AB, AC ftnb ©e^nen. 

Solflcrung: 
A. 

58 e tu eis. 3Jlan lege im ©c^eitelpunft A beS ^eripl^erietuinfelS 

an ben Ärei8 bie Sangente DE. ?ft6bann ijl nac^ bem üor^er^ 

ge^enben erjlen gatte 

/^BAD = \^ (AB), 

ZCAE = \(^ (AC), 

unb lüenn man biefe beiben ©feic^ungen abbirt unb i^re (Summe 
t)on ber tbentifc^en ©leidjung 

291 = 291 
fubtral^irt, fo bleibt 

^BAC = \(^ (BC) 
tD. }. b, tt). 

?fnmerfung. SBon bem ^ier bemiefenen Sel^rfafee ijl ter 8e^r« 
fafc beS Saales §. 68 nur ein befonberer gatt. 3)enn ber SBinfel 
im §albfreife ijt gleic^fattö ein ^erip^eriewinfel^ ber i^m juge^örige 
Sogen ijl ein $albfreis. 



§. 176. 

3ufa^* 3u gleliä^en ^eripl^erictplnfetn in einem Äteife, 
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in Qfdä)m Ättifen, gehören gleite SSögen j unb um^ 
tt/ iu gleiten SSögen gehören gleite ^erip^erieiDinfel. 

tmnaä) jlnb anä) iu einem Greife alle ^erip^erieminfel über 
cclri ÄreiSbogen gleich gro^, itjo anäj in ber Äreiös^peripljerie 
©^citelpunft beS SBinfelö angenommen werben mag. 

Sig 108a. 

3. 83. in Sig. 108a ift 

= ^ AEB = ^ ^ßF. 

2)enn alle biefe SEBinf el fmb ^erip^erieminfel 
auf bemfelben 95ogen AGB, 




Sfnmerfung. 3Jlau madjt Ijierüon Sfnmenbung beim a3au ber 

^(^aufpiel^äufer, wo man ben Sogenreitjen im 3ufcl}auerraume bie 

^ejlalt eines Ärei6bogen6 ACDEB giebt, welcher bie Defnung ber 

.^ü^nc, AB, jur ®e^ne ^at. 2)ie8 gcmätjrt bm SSort^eil, ba^ allen 

)Uf<!^auern in einerlei ßogenrei^e bie Defnung ber S3ü^ne unter 

ileic^n ©el^iüinfeln erfc^eint^ benn biefe ©c^minfel jtnb nidjts 

anbcrS ote bie ^eripl^erieroinfel ACB, ABB, AEB, bereu ©djeitel* 

punfte C, D, E bie Äöpfe ber 3ufd)auer ftnb, über bemjenigen 

aSogen AGB, weld^er ben 3ufc^auerraum ju einem »offen Greife 

ergAngt 3m griec^ifd^en Sweater mar ber Kreisbogen, ben ber 3us= 

fid^uerraum bilbet, wenig größer als ein §albfreis, unb im römifc^en 

äS^ter genau ein ^albfreis^ in bm heutigen Sweatern bagegen 

BeMgt tr brei SSiertel ber ÄreiS^^erip^erie unb bartiber. 

§• 176a. 

Snfgabr. Ucbcr einer gegebenen geraben ßinie, ats 
rinm Itrriöfcogen ju conjiruiren, wettern ein ge^ 
aU ^erlpl^erietpinfel juge^ört. 

58 fei AB, fjig. 108a, bie gegebene gerabe 8inie. 

ifclbc im fünfte B, als ©c^eitelpunf t , einen 

clever bem gegebenen SBinfcl gleidj ijlj ^albire 

tt yerpenbiW auf AB tu H, uub au^ BF in B, 
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welche jl(^ in M burt^ft^nciben, unb confiruire quo M alö SJlittefc 
punft mit MB nrt §albmeflfer einen itreiS. aierjenige Sogen AGB 
biefee Greife© , meieret innerhalb beö SBinfelö ^F fällt, ifi ber 
flefuc^te Kreisbogen. 

©er IBeireiS beruht auf bem vorigen ^axagtapf). 

§. 177. 

@rfISrung* Unter einem eycentrif^en SBinf et t^er^s 
jie^t man einen SBinfel, bcf en @^enfel einen Äreiö treffen 
unb beffen ©^eitetpunft tpeber in btn aJlittetpunft, nod^ 
in bie ^eri|?^erie biefeS Äreifeö fdttt 

©er ©li^eitetpunft beS ejrcentrift^en SBinfelö fann entireber in- 
nerhalb ober auferl^alb be8 KreifeS liegen. 3m erften Satte lönnen 
bie ©c^enfel be8 SBinfelö ben Kreis nur ft^neiben^ im jtoeiten 
Satte fönnen jie ben Kreis entweber fc^neiben ober berühren. 

3eber epcentrifc^e SBinfel enthält jirifc^en feinen ©c^enfeln, bie 
nöt^igenfattS rütfwärts verlängert merben muffen, jirei if)m juge^s 
porige Kreisbögen, 

§. 178. 

ßel^rfafe- S)er eycentrif^e SBinfet, beffen @^eitelpunft 
innerhalb beS KreifeS ttegt, iji ber l^atben Summe ittjeier 
ßentritpinfel glei^, tDctc^e ben beiben i^ifd^en ben ®^en=i 
fein beS SBinfelS enthaltenen SSögen juge^ören. 

gig. 109. 

lE&orauSff^ung: 

Ä liegt innerhalb beS Q- 

Solgerung: 

/ BAc = ^ (^Q + g (m 

Sem eis. ajlan jie^e BE. STtSbann ijt nad^ §. 47 

,/ BAC = ^ BEC + 2, ^^^• 

Serner l^at man aus §. 175 

^ BEC = i S (BC) 




unb tütnn man biefe btiben Sßert^e in bie t)orige ©leid^ung fu6^ 
^tuirt, fo fornint 

^ ÄiiC = I g (ÄC) + i S (DE) 

Sfntnerfung. S)iefer@afe jinbct eine irici^tigc Sfnircnbung bei 
bcr 2Jleffunfl mit 85BinIeU3nfirumenten, um ben fSe^Ier ber ©jrcen* 
tricttSt biefer Snjhumente tüegjuft^affen , worüber bie ßel^rbüc^er 
bcr praftifd^en ©eometrie nähere ?fuöfunft geben. 

§. 179. 

Sel^tfa^. 55)er eycentrifii^e SBinfet, beffen ©li^eitelpunft 
aufcr^alb beS Reifes liegt, iji ber l^alben SDifferenj itpeier 
ßentritPinfel glei^, tpel^e ben beiben itDtfd^en ben ©^en^: 
fetn beö SBinfetS enthaltenen Sögen juge^ören. 



»ig. 110. 




93orau«ff j)ung: 

A liegt aufer^alb be6 O- 

Solgcrung: 
Z BAC = 'im.^^m 



fBttotU. aWan jie^e BE. 9flebann ifl nac^ §. 47 

^ BAC-\- ^ DBE = /_ BEC 
unb barauS 

^ B^C = ^ ÄEC — ^ VBE. 
gerner ^at man flu8 §. 175 

Z. BEC = \(g {BC) 
/_ DBE = A 6 (DE) 
unb nenn man biefe beiben Sßert^e in bie Dorige ©lei^ung fub» 
^tuirt, fo fommt 

^ B^C = i 6 (ÄC) — i S (DE) 

t.i. ^ BAC =.?-^^L=J-^ 

19. j. b. tD. 
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SBenn ein ©c^cnlel, ober beibe ©c^enfel beö gegebenen SBinfelS 
ben Ärei6 berühren, fo fami ber 83eirei9 für biefe eJäde leitbt bem 
Dorigen nat^gebilbet werben. 

§. 180. 

Sel^rfa^. SBenn jtDei parallelen einen Äreiö treffen, fo 
flnb bie jtpif^en i^nen enthaltenen SSiJgen gteid^ Qxof. 

»ifl. 111. 

$Boraudfrj)ung: 
AB II CD. 




golgerung: 

S3ogen AC = a3ogen BD. 

58 e weis. SJlan jie^e BC. ?fl9bann ijl mä) §. 40 

^ ABC = ^ BCD 

unb barau8 folgt naä) §. 176 

S3ogen AC = JBogen BD 
tu. j. b. IT. 

SBenn eine ber beiben ^araffefen, ober beibe parallelen bzn ffreiö 
berühren, fo fann ber ^Beweis für biefe Satte leicht bem Dorigen 
nadjgebilbet merben. 



®tngefd)rtebene unir umfd|rtebene ft^uren. 

§. 18t. 

^rfläruttg. @ine eingef^riebene Sigur ifl: eine 
igur, beten Seiten ©e^nen eines ÄreifeS jlnb. SDiefer 
ÄreiS tvxxb ber bie Sigur umfc^riebene Äreiö genannt. 

(Sine umf^riebene Sigur iji eine Sigur, beten 
©eiten Sangenten eineö Äteifeö flnb. ©iefet ^eie tpitb 
bet bet ^gut eingefc^tiebene Ätei§ genannt. 

§. 182. 

Aufgabe, ©inem gegebenen ©teietfe einen Äteiö ju um^ 
fti^teiben. 
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® f gf bf n: 
AABC. 

®ffu4t: 

Umfc^riebener Q. 



3)ie Sonjiruction iji biefclbc wie im §. 159. 

§. 183. 

Sel^rfa^. 55)ie ^er|?mbifcl auf 5en 2Jlitten btx brci (Seiten 
einee ©reietfs burij^fc^neiben fl^ in (Sinem fünfte. 

a3oraulfrj)ung: 
AD = DB, DM ± AB, 
BE = EC, EM ± BC, 
AF=FC, FG±AC. 

Jolflfrung: 

DM, EM, FG treffen einen «punft. 

33 e weis. 3Jlan üertinbe M mit ben brei ©dCpuntten A, B, C 

beö 3)reiedES burc^ bie geraben ßinien MA, MB, MC. Sflöbann 

f)at man naä) §, 74, 2) 

MA = MB, MB = MC, 

unb baxaM 

MA = MC 

i. ^. baS S)reietf AMC iji gteit^fc^enfelig. SBenbet man auf biefeö 
35reiedE btn ße^rfafe §. 73 an, fo folgt, ba^ ba6 «perpenbifel FG 
ben ^unft M treffen mu^^ folglich burc^fc^nciben fic^ bie brei in 
D, E, F auf ben Seiten beS S)reiedEö errichteten ^erpenbifel in 
bemfelben fünfte M, m. j. b. m. 

Sfnmerfung. 2)er ©urc^fc^nittöpunft if, b. i. nad) ber vorigen 
Sfufgabe ber 2JlitteIpunft be6 bem S)reierfe umfcl)riebenen Äreifeö, 
liegt für ein fpifeirinfeligeö 3)reierf innertjalb beS S)reiedE§i für ein 
rei^troinfeligeS Dreietf in ber SJtitte ber §^potenufe5 unb für ein 
fhimpfminfeligeö Xireiedf au^er^alb be6 S)reierfö. 3)er jireite biefer 
brei Satte ijl bie Umle^rung be8 ße^rfafceö §. 68. 




1 12 yianimetne. 

§. 184. 

Sel^rfa^* S)le ^er|?cnbifel aus btn brei iSäpuntttn eine« 
SDreiedö auf bie gegenüfcertiegenben ©eiten bur^f^neiben 
fl^ in ©inem fünfte. 

Sifl. 114. 
„CG JBorttttÄfejjung: 

BE J_ ÄC, 
CF ± AB. 

\ / golgerunfl: 

y ÄD, BE, CF treffen ®incn ^uuft. 

58 cm ei 6. SJlan jie^e burt^ bie brei ©ipunfte beS DnieiS 
^aratteten mit ben gegenüberliegeiiben Seiten, inöbefonbere HG \\ AB, 
IH II BC, IG II AC. Snsbann ijt naij §. 40 

AD JL £f/, M _L JG, CF ± HG, 
unb nadj §. 97 

iJ^ = CB = AI, IB = AC = BG, HC = AB = CG. 
golglic^ fmb bie brei Sinien AD, BE, CF beS 3)reie*6 ABC jugleid) 
«Perpenbifel auf ben 3Jlitten ber (Seiten be9 S)reietf8 GHI unb 
burd^fc^neiben jit^ alfo naij bem vorigen ße^rfafee in Sinem fünfte, 
to. }. b. tr. 

I)iefen 83etüei8 ^at ©auf gegeben. 

?fnmerfung. ©er ©urt^ft^nittöpunf t ber brei ^erpenbif el biefed 
ge^rfafeeS fättt für ein fpifeminfeligeS J)reietf innerhalb beS S)reietfö5 
fttr ein ret^twinfeligeö ^reiedC in btn ©c^eitelpunft be9 regten 
SBinfelS^ unb fllr ein jiumpfrüinfeligeS S)reie(f aufer^att beS S)reie(f9. 

§. 185. 

^nfgabe* ©inem gegebenen ©reietfe einen ÄreiS ein^ 
juf^reiben. 

Sifl. 116. 

G (S^fgfben: 

^ \ A ABC. 

®efu4t: 

@ingef(^riebener O* 




(Sf(|Strr «bfc^nitt. 113 

Sonflruction. ajlan ^olbirc bxt beiben mnUlCAB nnb CBA 
bur^ bie Sinicn AM nnb BM, nnb au8 bem 2)urd^fc^nittö})unfte M 
biefer ßinien fälle man auf AB ba^ ^crpcnbiM MD. SBenn man 
fobann auö M alö SJlittelpuuft mit MD al8 ^ölbmeffer einen itreiö 
conflruirt, fo lüirb bicfcr Ärei8 jugleid^ bie brei (Seiten AB, BC nnb 
AC be8 gegebenen Xireietfö berül^ren. 

3um SBeireife jie^e man nod^ ME J_ BC unb MF J_ ^C. 
SflSbann folgt nad^ §. ft 

A ^^^ = A AMF, A BifD = A BME, 

unb barauS 

MD = ME = MF\ 

folglich liegen na^ §. 23 bie fünfte D, E, F in einer ÄreiS« 

^eripl^erie, beten 3JlitteIpunft M ift, unb in biefen fünften ttiirb 

naä) §. 143 berfetbe itreiö üon ben brei (Seiten beö 3)rciedEö berütjrt. 

?fnmetfung. SBenn man bie brei (Seiten be8 S)reictf6 über 

bie ®dEpunfte ^inauö verlängert unb bie baburi^ entfte^enben Sfujen^ 

trinfel beö 3)reiedE9 in A nnb B gleic^faffö balbirt, fo geben bie 

SDurdifc^nitte aller §albirungölinien bie SDIittcIpunfte von t?ier bt^ 

rübrenben Greifen. 5ßon biefen üier Greifen liegen brei au^er^alb 

be8 a5reietfS, unb berühren je eine (Seite be8 J)reiedE8 unb bie SSer* 

längerungen ber beiben anberen Seiten. 3)ie 3eic^nung forbert 

(Sorgfalt, totnn bxt SBerü^rungen genau jutreffcn follen. 

§. 186. 

Siel^rfa^* S)ie ^atbirungöttnien ber brei SBinfel eines 
S)rcierf6 bur^f^neiben fl^ in ginem fünfte. 

»ig. 116. 

aSorauSf ejjung: 

^ CAM = ^ MAB, 

Z, CBM = Z MBA, 

Z ACG = Z GCB, 

golflerung: 

AM, BM, CG treffen Sinen «puntt. 

f8ett5ei8. 3Jlan jie^e au8 M auf bie brei (Seiten bt^ 3)reiedE8 

bie «perpenbifel MD, ME, MF, Sftöbann \)at man nai) §. 58 

A AMD = A AMF, ttiorauS MD = MF'^ 

A BMD = A BME, toorau8 MD = ME'^ 

folgli^ anä) 

MF = ME. 

9Bittfitin*d €(ein.«aRat§ematif I. S3&. 2. «bt^Ig. g 




X 



1 ] 4 yianimrtrtr. 

aSBenn man nun ferner bie SBerbinbungSlinie MC jie^t, fo folgt 
wai) §. 76 

A CMF = A CHE, woraus ^ FCM = ^ ECM. 
SJtit^in ijl CM bie ^alBirungSlinie beS SBinfelö ACB. Sfladö ber 
aSorauöfefeung aber ijl CG bie §albirung6linie beöfelben SBinfelöi ■ 
folglich mu^ Co mit CM jufammenfallen, b. Ij. bie brei §albirung9* 
Knien ber Söinfef bc8 ®reiedE6 burt^ft^neibeu jtc^ in bemfelben 
spunfte M, tu. j. b. n?. 

STnmerfung. 3)er Se^rfafe bleibt auc^ bann noc^ n^al^r, benn 
bie brei Söinfet, irelc^e ^albirt werben, ein S)reie(f§s:SBinfeI unb 
bie ben beiben anberen J)reietfSsSBinfeIn antiegenben 3fu^cntt5infet 
beS a^reietfö fmb. 3n biefem Satte liegt ber 3)ur(^fc^nitt8punft ber 
brei §albirung8linien au^cr^alb beS 3)reiedE§, in bem obigen gatte 
bagegen jlets innerhalb beö J)reiec!8. @. b. ^nmerfung beS Vorigen 
Paragraphen. 

§. 187. 

Sel^rfa^* 3n einem eingefc^riebenen SBiererfe ifl bie 
©umme ber einanber gegenüberttegenben SBinfel glei^ jwcl 
regten SBinfetn. 



»ifl. 117. 




SBoraudfejjung: 

ABCD iji ein eingefc^riebeneö SSiererf. 

Folgerung: 
^ DAB + 2 ^^^ = 2 St. 



S3etoei6. ^aä) §. 175 iji 

^ DAB = X g (DCB) 

folglich 

^ D^ß + ^ 2>CT = I S (DCB) + 16 (DAB). 

9lun ijt bie (Summe S (DCB) + S (P^Ä) gleic^ einem (Sentritoinfer, 
welchem bie ganje Ärei6 =: «Peripherie juge^ört, ober gleich 4 91^ alfo ' 

Z^DAB + ^DCB = 2flt 

tu. j. b. lü. 
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§. 187a. 

ße^rfa^* SBenn in einem SSieretfe bie (Summe jtpeier 
tinaxxbn gegenübertiegenben SBinfel gtei^ jn?ei regten 
SBinfeln iji, fo fann bem SSieretfe ein Ärei« umf^rieben 
tvtxbtn. 

(Umfe^rung beS vorigen Se^rfafceö). 

»ig. 117a. 

SBoraudfr^ung: 
^ DAB + ^ DCB == 2 31. 

Folgerung: 

Umft^riebener O- 

©eiüeiS. SJlan confhuirc naä) §. 182 rineu ÄreiS burc^ bie 
brei fünfte A, B, unb 2>. 

©cfefet biefer Äreiö gc^e nici^t burdj btn vierten ^unft C, fonbern 
fc^netbe bie ©eite BC (ober beten SSerlängcrung) in E, 2Jlan 
jie^e DE. Sftebann ijl in bem eingefc^riebenen SSieredEe ABED nac^ 
bem vorigen ße^rfafee 

^ BAB + ^ d£;ä = 2 gt, 

unb wenn man hiermit bie SSorauöfc^ung Derglci^t, fo folgt 

^ DEB = ^ DCB, 
wa9 bem @afee §. 48 wiberfpric^t. 

' ®er Söiberfpruc^ l^ört nur auf, wenn ber ÄrciS aud) burt^ ben 
spunft C ge[)t, w. j. b. ro. 

Unter \)zn Parallelogrammen ^aben ia^ Cluabrat unb ia^ 3te^tetf, 
unb unter ben Srapejen ^cA ba6 glei^f^enfelige Srapej bie ^ier 
üorauSgcfefete ©igenft^aft. 

§. 188. 

ßel^rfa^. 3n einem umfii^riebenen SSieretfe finb bie 
(Summen ber einanber gegenüberttegenben ©eiten gteid^ grof ♦ 

8* 
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lBorau6frj}ung: 

ABCD ifl ein umfc^rieteneö SSicredf. 

Solgftung: 
AD'{-BC = AB'{- DC. 



83 c weis. 68 feien E, F, G, H bxt aSerü^rungöpunfte ber üier 
©eiten beS 5Bieretf8 mit bem Greife. 9tad^ §. 148 f)at man 

AH = AE, 
DE = DG, 
BF = BE, 
CF = CG, 
unb ani ber STbbition biefer ©leid^ungen folgt 

AD'{-BC = AB + DC 
tt). |. b. tt). 

§. 188a. 

Sel^rfa^. Söenn in einem SSiercdfe bie ©ummcn ber 
einanber gegenüberliegenben (Seiten gleich groß jlnb, fo fann 
bem SSieredEe ein ÄreiS eingefd^rieben mxbm, 

(Umfe^rung beS üorigen ße^rfafceS.) 

Stg. 118a. 

E^=^ f 

E 

JBorau6fr|}ung: 

AD-\-BC = AB'^ DC. 

Jolgerunft: 

(Singefd^riebener O- 

83 e tu ei 8. 2Jlan conjkuire nad^ §. 185 einen ^rei8, weither 
bie brei (Seiten AD, AB unb BC berührt. 

©efefet biefer Ä:rei8 berühre nic^t bie üierte (Seite DC. SDlan fege 
au8 D eine Sangente an ben £rei8, meiere bie (Seite BC (ober bercn 
SSerlängerung) in E ft^neibet. ^fföbann ift in bem umft^riebencn 
SSieretfe ÄBED nadj bem üorigen 8e§rfafee 

AD'^BE = AB + J>E, 
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unb ttenn man bied üon ber 93orau@fe^ung 

AD'\-BC = AB'\- DC 
fubtra^irt, fo folgt 

CE=DC — DE, 
maö bem ge^rfafee §. 79 roiberfpri^t. 

3)cr SBibcrfpruti^ ^ört nur auf, mcnn bcr Ärciö aud^ bic (Seite 
PC berührt; w. j. b. n?. 

Unter ben Parallelogrammen ^aben ba^ Quabrat unb ber Sl^ombuS 
bie ^ier üorauögefefcte Sigenfd^aft. 

§. 189. 

Ißel^rfa^. Sebcm regelmäßigen ^ol^gon laf t ^ä) ein Äreie 
umfd^reiben unb einfd^reiben. 

»fl. 119. 

93orau6fr^ung: 
AB = BC=CD = DE 2C. 
^ ABC = / BCD = ^ CDE 2C. 

Soleerung: 

1) Umft^riebener Q. 
^ ^r 2) eingefc^ricbener Q- 

©etüeiö. 1) 2Jlan ^albire bie beiben ©eiten AB unb BC beS 
qjol^gonö in K unb L, unb errichte in biefen fünften auf AB unb 
J?C bie fperpenbiM KM unb Lif, irelc^e fic^ in M burt^fd;neiben. 
3ie^t man MA, MB, MC, fo ifl nat^ §. 74, 2) 

MA = MB = MC, 
folglid) trirb ein auö M af8 3)littelpunft mit MA afS §albmeffer 
conjhnirter £rei8 jugleid) burc^ bie fünfte A, B, C ge^en. 
gerner jie^e man MD. mij §. 83 ift 

A MBA = A MBC, 
unb baraud ^ MBA = ^ MBC-^ unb ba überbicö nad^ §. 61 
^ JlfÄC: = ^ JJfCÄ ijl, fo folgt 

2, MBA = ^ MCB. 
©ubtra^irt man biefe ©leic^ung üon ber gegebenen ^ ABC = 
^BCD, fo bleibt 

^ MBC = ^ MCD 
unb baraud ^at man nac^ §. 60 

A MBC = A MCD 
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MC = MD, 

b. f). bvc au8 M als SDIittcfpunft mit MA al8 §albmcffcr coufhuirte 
Ärei8 tüixb auij bnxij btn ^unft D geben. 

(So fann man fortfahren ju beweifen, inbem man ME jc. jic^t, 
ba^ berfelbe ^reiö burt^ ade fofgenben gtfpnnfte E 2c. beö ^ol^gonS 
gelten mirb. . . SDIan §at alfo einen umfc^riebenen Äreiö, tv. j. b. w. 

2) ajlan fäOe not^ aii8 bem «punfte M auf bie (Seiten CD, 
DE 2c. bie ^erpenbifef MN, MO it. Sfföbann ^at man au8 bem 
SJorigen nat!^ §. 58 

A MBK = A MBL, A MCL = A MCN, A MDN= A MDO it. 
unb ^ieraud 

MK = ML = MN= MO lt. 
golglid^ mirb ein au8 M al8 2Jlittefpunft mit MK alö §albmeffer 
confhuirter ^reiS jugleid^ burt^ bie fpunfte K, L, N, it. ge^en 
unb in biefen fünften bie (Seiten beö ^ol^gonö berül^ren. SJlan 
^at alfo einen eingefd^riebenen £rei8, tv. j. b. tv. 

STuS biefem ffietreife ge^t au^erbem ^erüor, ba^ ber umfc^riebene 
unb ber eingeft^riebene ^reiö eineS jeben regelmäßigen ^oft;gon8 
concentrifc^e Greife |inb. 

§. 190. 

@rf(äritng. ®er gemeinf^aftftd^e SUlittelpunft beö um- 
fc^riebeneti unb be6 eingef^riebenen Äreife6 eines regelmäßigen 
^ot^gonS tvixb ber SiJtittelpunft beö regelmäßigen ^ot^:: 
gonS genannt. 

SEBie man ben SDIittelpunft eines gegebenen regelmäßigen ^ol^gonS 
finben fönne, ergiebt jid^ au8 ber im vorigen SSemeife geführten 6on^ 
jhuction. 

§. 191. 

Sel^rfa^. Sßenn bie ^erip^erie eines ÄreifeS in eine 
Sfnja^I gleitet SSögen get^eilt tDorben ifi, fo geben bie 
(Seltnen jn)ifc^en ben S^eitpunften ein eingefd^riebeneS regefc 
mäßiges ^ol^gon, unb bie SCangenten in ben SC^eitpunften, 
bis ju ii^ren SDurc^fc^nitten l?er{ängert, ein umfd^riebeneS 
regefmäßigee ^olpQon. 
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gifl. 120. 

E N 

aSorauSfr^ung: 

Sogen AB = ©ogcn ÄC = Sogen CD :c. 

golgrrung: 

1) ABCD .... eingefc^. regefm. ^ol^gon, 

2) KLMN. . . . umfd^r. regefm. ^ol^gon. 

K 

S3ett3ei8. 1) SÄan ^at nn^ §. 173 

AB = BC=CDlt. 

unb nat^ §. 176 

^ ^ÄC = ^ BCD = ^ CDE :c. 

goIgIi(^ ijl ilßCP .... ein regelmäßiges ^ol^gon, tv. j. b. ro. 

2) ferner ^at man nac^ §. 56 

A AKB = A BLC = A CJlfD it. 

unb baxaixQ 

KB = LC = MD 2C. 

BL = CM=DNit, 

mithin burt^ Sfbbition 

KL = LM=mNit. 

Sfu8 ber Songruenj berfefben Sireiecfe (ober cmi) nu8 §. 179) Ijat 

man überbiea 

^ AKB = ^ BLC = ^ CMD it. 

??ofgfit^ ifl KLMN .... ein regefmäßigeö ^of^gon, w. }. b. tt). 

Sfnmerfung. Sfu8 biefem ße^rfa^e ge^t §erüor, ba^ bie Sfuf:^ 
gäbe, einem gegebenen Greife ein regefmäßigeS ^oft^gon einjufd^reiben 
ober ju umft^reiben, jufammenfällt mit ber anbern Sfufgabe^ bie 
^rei85:fpeript)erie in eine gemijfe Sfnja^f gfeid)er Steife ju t^eifen. 
CDiefe ?fufgabe ift aber einer affgemeinen Sfufföfung ni^t fä^ig. 
@auß ^at im Sa^re 1796 (bamafö 19 Safere aft) au8 ©äfcen ber 
6ö§eren Sfrit^metif juerfi nat^getriefen, auf mläjt ?5äffe bie ©fementar^ 
©eomctrie, wet^e nur mit geraber Sinie unb Ä^reiö conflruirt, bef^ränft 
fei: e8 jlnb bieg nämfid^ biejenigen S^eifungen ber ^reiö-^erip^erie, 
ieren S^eifungöja^f eine fprimja^f t)on ber f?orm 

2'" + 1 
ifl, affo bie S^eifungen in 3, 5, 17, 257, .... Qltx6)t %f)txU, ttjoju 
tiot^ biejenigen Sl^eifungen gejä^ft werben müjfen, roefc^e au8 biefen 
j. 58. burd^ §afbirung t)on ^reiöböflen abgeleitet werben föttuea. 
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confiruircn. 

S»0. 121. 

c 



§. 192. 
3n einen gegebenen ÄtetS ein Cluabrat iu 




(Begeben: 

®in O. 

®efud^t: 

Singcft^ricbeneö D, 



ßonflniction. 2Jlan jic^c jwci Durt^mejfer. AB unb CD, 
totlijt auf einander reti^ttüinfeKg jlc^en, unb üerbinbc bercn &r\b^ 
punftc bnxä) bie (Seinen AC, CB, BD, AD. SflSbann ifl ^DÄC 
ba^ gefüllte cingcfc^riebcne Quabrat. 

3um SSetüeife ^at mau au8 §. 170 bic ©leic^^eit ber S5ögen 
AC, CB, BD unb ^P, unb ^ierauS folgt nac^ §. 191, ba^ ADBC 
ein regelmäßiges 93ierecf, b. ^. ein Quabrat ijl. 

§. 193. 

3nf0^- Sebem Äreife fann bur^ geometrif^e ßonflruction 
ein regelmäßiges SSierecf, Sf^tedf, ©ed^je^nedf k. foit)O^I ein- 
gef^rieben al8 umfc^rieben xozxbzn. 

2)enn baS eingefc^riebene regelmäßige Sfd)tetf mirb au8 bem SSieretf 
erhalten, inbem man auf bie ©eiten beS lefeteren au8 bem SJlittels 
punfte ^erpenbifel fällt, biefe bis jur Äreiö^^erip^erie üerfängert 
unb bie entjlanbenen ®d)nittpunfte mit ben (Scfpunften be8 SJieredfö 
üerbinbet. ©benfo entjletjt ba^ eingefd)riebene regelmäßige ©ec^je^nedf 
au8 bem Sfc^tecf u. f. m. 

Die umftfcriebenen regelmäßigen ^oltigone entfielen na^ §. 191 
au8 btn gfeid^namigen eingefc^riebenen ^ol^gonen, inbem man in 
btn Scfpunften ber Unteren Sangenten an bin ^rei8 legt unb biefe 
bis ju i^ren Durt^fc^nitten verlängert. 

§. 194. 

Aufgabe« 3n einen gegebenen Äreie ein regelmäfige* 
©e^Setf }u conflruiren. 



»ig. 122. 
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Ergeben: 

giii O. 

Singefd^ricbcncö regelmäßiges (Set^öecf. 

ßonflruction. 2Jlan trage ben ^nlbmejfer be8 gegebenen 
£relfeö, ifii, in ber ^erip^erie beö ÄreifeS afS ©e^ne ofcif fo oft 
eö angebt 5 aföbann liefert bie SSerbinbung ABCDEP biefer ©e^nen 
baS gefachte eingefd^riebene regelmäßige ©ed^Secf. 

3um ffietüeife üerbinbe man bie Snbpunfte einer biefer ©e^nen, 
AB, mit bem SDIittefpunfte M beS ^reifeö burc^ bie geraben ginien 
MA unb MB. Sflebann ijl nad^ §. 62 ^ AMB = 60^ folglich 
nat^ §. 170 ber 83ogen AB=s\ ber £rei9s:ipcrip[)erie} unb ba 
baSfelbc üon ben 83ögen BC, CD it. betriefen werben fann, fo 
folgt cixx^ §. 191, bci^ ABCDEF ein regelmäßiges ©ec^Setf ift. 

§. 195. 

3ufa^. Sebcm Greife fann bur^ gcometrifd^e gonftruction 
ein regelmäßiges SDreiedf, ©ed^Secf, 3tt)ötfedE 2C. fotDO^t ein^ 
gefd^rieben al8 umf^rieben mxbtn. 

3)a8 eingef^riebene regelmäßige J)reiecf (gleid)feitige 2)reiecf) entjte^t 
au8 bem ©e^SedP, inbem man in biefem brei diagonalen jie^t. Die 
übrigen regelmäßigen ^ol^gone ergeben fxi) auf biefelbe SBeife roie 
im §. 193. 

Sfnmerf ung. 3um ©d)Iuß mag ^ier nod) eine einfadie 2Rett;obe 
ermähnt werben, burt^ welt^e man früher bie affgemeine Sonfhruction 
eineö eingef^riebenen ^ol^gonS Don beliebiger ©eitenja^l ju löfen 

gefuc^t f)at 2Jlan t[;eile ben Durt^mejfer 
AB, fjig. 123, be6 gegebenen ÄreifeS in fo 
üiel gleiche Steile, wie ba^ fpoIt;gon ©eiten 
I;aben foff (j. 85. in ber f?igur in 7 Steile), 
conjkuire über AB ein gteit^feitigeS 3)reietf 
ABC, unb jiel}e au8 ber ©pifee C biefeö 
DreiecfS burd) btn S^eilpunft 2 beS 35urc^:= 
mejferS eine gerabe ßinie, welche verlängert 
bie ÄreiSs^erip^erie in D f^neibet. Sftöbann 
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ijl bit ®ü)m AD bic gcfud)tc ^oIt;90U5 ©citri ^^ einigen Satten 

üottfommeu genau, in ben meiflen Satten aber nur mit angenäherter 
9li*tigfeit. 



(Seometrifdie fbxtet. 

§. 196. 

StflSrnng« Unter bem geometrifc^en Orte cineö 
fünftes t? erfleht man eine ßinie, beten fämmtlic^e fünfte 
einer geit)iffen Sorberung ®enüge (eiften, todäjt Jener ^unft 
erfüaen fott. 

®o fann man fe^r leitet au8 früheren ®ä^en fofgenbe geometru= 
f(^en Örter aufbetten unb nad^iüeifen. 

1) Der geometrifd^e Ort eineS fpunfteS, weither t)on einem ge^ 
gebenen fünfte einen gegebenen Sfbjlanb ^at, ifi ein ÄreiS, ben 
man au8 bem gegebenen fpunfte al8 2JlitteIpunft mit bem gegebenen 
STbfianbe al8 ^albmeffer coufhruirt. 

2) 35er geometrifc^e Ort eineS fünftes, welker üon jmei gegebenen 
fünften glei(^e Sfbfiänbe ^at, ifi ein ^erpenbifef auf ber SJtitte ber 
aSerbinbungSlinie biefer beiben fpunfte. 

3) J)er geometrifd^e Ort eines fünfte©, melc^er Don einer ge5= 
gebenen geraben ßinie einen gegebenen Sfbjlanb [)at, ifi eine ^arattele 
gu biefer geraben ßinie, bie in bem gegebenen STbjlanbe neben i^r 
fortläuft. 

4) S)er geometrifi^e Ort eineö fpunfteö, metd^er oon jroei fii) 
fc^neibenben gegebenen geraben ßinien gleiche Slbjlänbe ^at, ifl bie 
^albirungSlinie beS SBinfelS biefer beiben geraben ßinien. 

5) J)er geometrifc^e Ort ber ©pifee eines red^ttoinfeligen SireiedS, 
tt)eId)eS bie gegebene ^^potenufe jur ©runblinie l^at, ifi ein über 
biefer ©runblinie als J)ur^mejfer coufhruirter ^albfreiS. (§, 68.) 

6) 35er geometrifc^e Ort ber ©pifce eines J)reiecfS, welches eine 
gegebene ©runblinie unb einen gegebenen SPBinfel an ber ©pifee 
^at, ijl ein über ber gegebenen ©runblinie als @e§ne coufhruirter 
Kreisbogen, tt)eld)er btn gegebenen SBinfet als ^erip^eriewinfel in 
p^ ent[;ält. (§. 176.) 

7) 35er geometrifc^e Ort ber ©pifce eineS J)reiedPS, itel^eS eine 
gegebene ©runblinie unb einen gegebenen gtäc^enin^alt ^at, ifl 
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eine parallele jur ©runblinie, bcrcn ?fbflanb t)oii btt ®riuibünie 
flleic^ ber §ö^e beö DreiedPö ifl. (§. 116.) 

35ic gcometrift^en Drter enthalten, tric man au8 biefcn 83ei^ 
fpielen fic^t, ni^tö al8 ©äfcc, meiere nii^erbem f^on in ber (Seos^ 
metrie üorfommcn, nur in einer cigcnt^ümli^cn ?fu8brucföform. 
©ie würben in biefer f?orm üon bca ©riedjcn unb trcrbca audj 
no(^ gcgenroärtig üorjugSrocife jur Sfuflöfung gcomctrifc^cr Sfuf- 
gaben angeroanbt. 



(Siebenter Slbfd^nitt 

S3er]^a(tmjfe unb Proportionen unter i^inien. 



§. 197. 



@rf(arung« @ine gegebene begrenjte ßinle m ef fen ^eift: 
Unterfuhren, tvit dm jtDeite gegebene ßinie, bie ©in^eit, 
als £^eif gefe|t tvtxbm muf, um eine ber erflcn gleiche 
Sänge ^erDorjubringen. 

®aS atefuttat ber SUleffung irirb bur^ eine 3a^I au0=: 
gebrüdft. 

a5ie ajlcffung wirb ausgeführt burd^ unmittelbare 9falegung ber 
ßin^eit an bie gegebene Sinie. ^an fann babei bie folgenben brei 
Sälle unterft^eiben : 

1) ®8 fei AB, ?5ig. 124, bie ju mejfeube gerabe ßinie unb CD 
bie gegebene ©in^eit. SBenn bie (Sin[;eit CD genau ein ober mehrere 

gifl. 124. gjtal gefegt werben mu^, 

1234. nm bie jU mejTenbe gerabe 

^ ' ' ^ ßinie AB ju erfc^öpfen, Ijier 

Ci .2) 5. S3. 4 mal, fo ijl ba^ 

giefultat ber SDleffung eine 
ganje Sa^I, wie ^ier 4. 

2) SBenn, gig. 125, ein ©efcen ber (ginljeit CD felbjl nid)t 
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8*ö- 125. ^inrcid^t, um bic ju mt-^/ 

i 2 3 4iii fcnbe gerate ßinie AB tu 
^, . . . ^j, ^^^^«^^^ ^^^ ^^ ^^,^J^ 

%W ber ©in^eit, g. 83. 

^ ^ \CD, afe S^eil gefefet ben 

nod^ gebliebenen 9lefl genau erfd^öpft, fo ijl ba^ Slefultat ber SHeffung 
eine gemifd^te 3at;I ober ein 83ru(^, wie ^ier 4f =y. 

3) Söenn aber aud^ ein aliquoter S^eil ber ©inljeit bie ju 
meffenbe ©rö^e nit^t erf^öpft, in mie üiel gleiche Steife man ani) 
bie (Sin^eit get^eift I^aben mag^ fo ijl bie 2Jleffung nid^t genau, 
fonbern nur angenähert ausführbar, unb ba^ Stefultat ber 2Jleffung 
ifl eine irrationale 3aI;I. 

J)iefer lefete ??aff fann bei praftifd)en 2Jtejfungen niemals ein- 
treten, \iC{ ein etwaiger 9tejl, fobalb berfelbe eine getüiffe Äleinl^eit 
errei^t ^at, burt^ bie ©inne nic^t me^r unterfd^ieben werben fann. 
35a^ biefer Sali in affer (Strenge aber bennot^ mögli^ ifJ, wirb jtc^ 
unten jeigen. 

Sfnmerfung. 3n ber ^rajriS wirb ein 2Ra^ftab gebraut^t, bei 
3ei^nungen ein üerjüngter SJla^ftab, f. §. 253. 

§. 198. 

SrFIarung. @ine begrenzte ßinie wirb ein SSielfad^eö 
einer anbeten begrenjten Sinie genannt, wenn bie jtt)rtte 
genau ein ober mehrere SD^al gefegt werben muf, um bie 
erfte ju erf^öpfen. 

®ie jweite ^eift ein aJlaf ber erften. 

©0 ifl j. 35. AB in ?Jig. 124 ein SSielfad^eS bon CD, nämlid^ 
baS gSierfac^ej unb CD ein 9Jla^ bon AB. dagegen ifi AB in 
^g. 125 fein aSielfacfieS bon CD, unb CD fein ma^ bou AB. 

§. 199. 

@rf(arung. 3tt)ei begrenzte ßinien tperben commenfu= 
rabel genannt, wenn ^6) ein genteinfi^aftlid^eS SOIa^ ange^ 
Uxi läßt, burd^ weites beibe genau gemejfen n)erben fönnen. 

@ie Reifen bagegen incommenfu rabel, wenn ein 
fot^eS gemeinfd^a^Ii^ee SOlaf ni^t epjtirt. 

Um baS gemeinfc^aftfi^e SJla^ ber beiben gegebenen Linien, falls 
es ejrijHrt, gu finben, fann man mit geringer STbänberung baS 
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Serfa^ren antombm, wclt^eö in btx Sfrit^mctif (Sfrit^m. §. 76, 

^uff. 2) jur Sfuffud^ung bc8 größten gemcinfd^nftli^en 3)it)ifor8 

Jttritr 3af)Un ongegcbcn worbeii ijl. ^an trage bic Heincrc ßinic 

fo oft c8 angebt auf ber größeren ab, bcn Jftcfl trage man mieber 

ouf ber Heineren ai, ben atebann gebliebenen Jftefl trage man roieber 

auf bem Dorigen Slefle ab u. f. ro., bi8 biefe 9fbtragung genau auf* 

Stfjt Der fefete 9lep, mit melc^em bie ^fbtragung aufgebt, ijl ba^ 

größte gemeinft^aftlit^e 2Jla^ ber beiben gegebenen ßinien. SPBenn 

ober beflänbig ein Slejl bleibt, fo treit mau aud^ baQ 5Berfaf)ren 

fortfefcen mag, fo ejrijlirt fein gemeinfdjaftlic^eS 2Ra^ ber beiben 

gegebenen ßinien. 

SBirb Don jroei commenfurabelen ßinien bie eine burt!^ bie anbere 
gemejfen, fo ift ba8 Jftefuftat ber 2Jlejfung eine rationale 3a% 
b. ^. entmeber eine gauje 3a^f ober ein SSrut^. SEBirb aber Don 
jwei incommenfurabelen ßinien bie eine burd) bie anbere gemejfen, 
fo ijl ba8 Slefultat ber 3Jleffung eine irrationale 3af)\, b. f). man 
fann e8 nur angenähert angeben, obmof;! fo na^e mt man rüitt. 

§. 200. 

@rf(arung. Unter bem SSer^ältnif jit)eier ßinien 
t^ctfie^t man bm Cluotienten ber beiben 3a^Ien, tvdä)t man 
erpit, trenn beibe ßinien burd^ einerlei aJlaf gemejfen werben. 

55le beiben ßinien felbjt werben bie ©lieber beö SSer:= 
^ältnijfeS genannt j unb jirarin ber 9lei^enfoIge, in irelc^er 
flc ^ier betrautet trerben, ba^ aSorberglieb unb baS 
^intergtieb. 

SDie aSejeid^nung beS SSer^Ältnijfeö gef^ie^t tvit bie beS 
Cluotienten, j. SS. AB : CD, gefprod^en AB ju CD. 

®8 feien j. 85. AB unb CD, gig. 126, jwei begrenjte gerabe 
ßinien, beren Sßer^ältni^ man befiimmen lüiH. SQtan ^abe gefunben, 

gifl. 126. ba^ ein gemijfeS gemein- 

^, ^ ? S 4 5 6 7 ^ fc^aftlid)e8 ajla^ 7 mal auf 

AB, unb 4 mal auf CD fann 
C« — i — £ — I ij} abgetragen werben, ©obann 

ijl ba8 gefuc^te SSer^ältni^ biefer beiben ßinien, ober ba8 SSer^ältni^ 
AB : CD, gleit^ bem Quotienten 7 : 4 ober |. SBenn man aber bie 
beiben gegebenen ßinien üertaufi^t, fo finbet man ba8 5Ber^äItni^ 
CD : AB gleich bem Quotienten 4 : 7 ober ^. 
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©in 5BerI}äItiii^ ifi rational, tvmn bic tcibcn ©lieber beöfeltcn 
commenfurabel jinbj e8 ijl bagegen irrational, mcnn bie bciben 
©lieber beSfelben incommenfurabel ftnb. ®in rationales SSer^ältni^ 
ijl ba8 in e5ig. 126 gegebene ^ 83eifpiele üon irrationalen SSer^ätt^ 
niffen werben jic^ weiter unten finben. 

Sfnmerfung. 3n ber ^ier gegebenen ©rflärung be8 SSer^Slt- 
niffeS ntu^ nun jugleii^ nod^ anB ber Sfrit^metif bie ©rflärung 
ber Proportion (?frit^m. §. 138) unb ber jletigen Proportion 
(9frit^m. §. 139) gejogen werben, mit ber einjigen unb ftc^ Don 
felbft ergebenben Unterft^eibung, ba^, wä^renb bie Sfrittjmetif nur 
oon Proportionen unter 3a[)ten ^anbelt, bie ©eometrie l)ier eS nur 
mit Proportionen unter Sinien ju t^un ^at. 

ÜberbieS fann man aber fogleit^ bemerfen, ba^ bie ^ier in ben 
§§. 197—200 aufgejlefften SBegrife nit^t auf ßinien allein, fonberu 
auf ©rö^en überhaupt Sfnwenbung finben, inöbefonbere alfo anä) 
auf alle Jftaumgrö^en, mit benen bie ©eometrie jic^ befc^äftigt. 
J)iefc 93egriffe werben beöl;alb im SSerlaufe ber ©eometrie je mit ben 
nöt[;igen ©onber^^SBeflimmungen wieber^olt jur ©prat^e fommen. 

Ufas 3tral)lfnfi)flrm mit parallrlm QTranstierfiilen. 

§. 201. 

Srflärung. Unter einem ©tra^Icnf^ftem tjcrliel^t 
man btn Snbegriff aller ©trauten, ml6)t au8 ©inem ^unft 
gejogen mxbm fönnen. 

3ebe gerabe Sinie, mlä)t ©trauten eine6 @tra^Ienf^>jlem8 
f^neibet, o^ne biir^ ben ©tra^Ienpunft ju ge^en, tvixb eine 
S£ran6t)erfale beö ©tra^IenftfiemS genannt. 

§ier iji bie ®rflärung §. 15 na^jufe^en. 

Unter ben Sfbfdjnitten eineS ©traute werben ^ier bemnädifi 
immer biejenigen Entfernungen berjlanben werben, wel^e beliebige 
fünfte beö ®tral;t9 Don bem ©tra^tenpunfte bejtfeen. Siagegcn 
bie Entfernungen biefer fünfte unter einanber werben bie Steile 
be8 (Strahls genannt werben. 

§. 202. 

Sel^rfa^. SCBenn man auf einem ©tra^I eine beliebige 
9lnia^l QUiä)tx %i)tüt abträgt unb burc^ ade S^^eitpunfte 
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paraHctc 3!ranSberfaIen jic^t, fo toxtb a\x6) \tbn anbete 

®tra^t, ben biefe SranSt)erfaten treffen, in Steile jerlegt, 
tvtt6)t unter flc^ gteid^ jinb* 
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aSoraudfrj^ung: 

MA = AB = BC = CD = DE it. 

AF II BG II CH II DI II EK :c. 

Jolgerung: 
MF=FG = GH=HI= IK it. 



fficmeiS. Um j. aS. ju betreifen, ba^ GH = HI x% jic^e man 
burt^ iJ bie ßinie LN \\ ME, welche bie SranSüerfate DI in N unb 
btc verlängerte Sranöüerfale BG in L trifft. STlSbann ^at man 
na(^ §. 97 

BC = LjET 

cp = £fi\r 

unb ba naii ber SSorauöfefcung ^C = CD iff, fo folgt auc^ 

Stimmt man ^ieju bie gleichen SBinfel 

^ LHG = ^ iVW mij §. 25, 
^HGL = ^ HIN mä) §. 40, 

fo folgt aus §. 58 

A LHG = A NHI 
unb barauS 

GH = HI. 

©benfo fann man t)on jeben jtrei Steilen bc8 ©trafjla If/T 
beroeifen, ba^ jte glei^ gro^ ftnb. ^Jolglid) ftnb nUe bicfc Steile 
gfeit^ groß, m. j. b. ro. 

§. 203. 

aufgable. @ine gegebene gerabe ßinie in eine gegebene 
Sfnja^I gtet^er SJ^eite ju t^eilen. 




128 yianitnetrte. 

'*fl- ^^^' ®f§eben: 

AB. 

1-AB. 
DE F G '^ ** 

ßonjlruction. ®8 fei j. 83. AB in 5 gleiche Steile ju t^eilcn. 

2Ran jiel;c au8 A einen (Straff ^IC, weither mit AB einen fee^ 
liebigen fpi^en ober jlumpfen SBinfel einft^fie^t, trage anf AC fünf 
beliebig gro^e, aber unter fn^ gleid^e Steife -4 1, 12, 23, 34, 45 
ai, üerbinbe 5 mit 5, unb jie^e ju ber SranSüerfale 5B bie 
parallelen 12>, 2E, 3F unb 4G. SflSbann ift bie gegebene gerabe 
ginie AB bnx6) bie fünfte P, E, F, G in 5 gleid^e Steile jerlegt. 

Der S3etüei8 folgt au8 bem üorigen ße^rfafee. 

§. 204. 

äel^rfa^. Söcnn jit)ei ©trauten Don imi paxaUtltn 
SranSberfalen gef^nitten irerben, fo ift baS aSer^ältnif 
unter btn SCbf^nitten bcö einen @tra^l6 glei^ bem SSer^ 
l^Ältniffe unter ben Sfbf^nitten beä anbtxm ©tra^tä. 




SSoraudfr^ung: 
ÄC II BD. 

Solflerunfl: 
MA:MB = MC: MD. 



a3ett)ei9. Um baS aSer^ältni^ MAiMB ber beiben Sfbfc^nitte 
beS einen ©tra^fö barjufteffen, mu^ man nat^ §. 200 biefe beiben 
Sfbfc^nitte burt^ einerlei ajla^ mejfen. S8 feien nun 1) bie Sf6^ 
fd^nitte MA unb MB commenfurabel. Sflöbann lä^t fi^ nat^ §. 199 
ein gemeinf^aftli^eS SJtaß angeben, tuet^eS auf MA unb MB 
genau abgetragen werben fann. 3ft j. 85. ME biefeS SDlaß, unb 



\ 
\ 



eithtntn Kbfc^nitt. 129 

i|l iaöfelbe n mal in MA (in bcr fjigur 4 mal) unb r mal in JfÄ 
(in fccr gigur 7 mal) enthalten, fo f)at man nad^ §. 200 

MA:MB = n:r (1.) 

ä\tf)t man ferner burd) alle S[;eilpunfte beS ©tral^fS ifÄ ^arat 
Wen ju ben Sranöüerfalen AC unb J?I>, fo werben nati& §. 202 
auc^ anf bem (Stral)! MD eben fo t)ief unter jit!^ gleiche Steife 
f^ergeflettt, wie auf MB. SDIan fann mit[;in ifF wie ein gemeinst 
fc^aftfiti^ee 9Jta^ ber beiben Sfbft^nitte MC unb MD anfe^en, welc^eö 
« mal in MC unb r mal in MD entt^alten ijl. STlfo I|at man auc^ 

MC:MD = n: r. (2.) 

9fu8 ben ©leic^ungen (i) unb (2) enblic^ folgt 

MA:MB = MC: MD 

vo. j. b. to. 

6ö feien 2) bie ?fbfc^nitte MA unb if/? incommenfnrabel. 9118* 
bann loirb jebeS OTa^ t)on MA, roel^eS man angeben mag, nit^t 
genau in MB abgetragen werben Knnen, fonbern eS wirb ^ier ein 
Slejl bleiben, welcher ffeiner alö bc{& angenommene SDla^ ifi. SBenn 
man biefen Jftefi nid^t beriuffit^tigt, fo gelten wieber bie üorigen 
S^lüffe. S)a man e8 aber in feiner Oewalt [)ai, \^a^ wi(lfürli(^e 
2)laß unb folglid) au^ biefen JRejl fo flein anjune^men, wie man 
will, fo gilt ^ier wieber üofffommen genau bie üorige Proportion. 

9fnmerfung. 3n f5ig. 129 liegen bie beiben SranSüerfalen 

auf einerlei (Seite beö ©tra^tenpunftö. Sä 
fönnen aber aut^, wie in gig. 130, bie 
Sranöüerfalen AC unb BD auf üerf^ie* 
benen (Seiten be9 (Stra^lenpunft8 M liegen, 
o^ne ia^ bie borigen (Si^lflffe aufhören 
ri^tig jU fein. 9Ulan t;at alfo aut^ Ijier 
bie ^Proportion 

MA: MB = MC: MD. 

35iefelbe ffiemerfung gilt in ben näd)flfolgenben Paragraphen. 

§. 205. 

Bufa^. SBenn jit)ei (Strahlen i^on jwei (ober mehreren) 
pataütUn 3!ran8berfa(en gefd^nitten werben, fo ift ba^ ^n^ 
^ättnif unter jeben jwci S^^eiten beS einen ©traute gtei^ 




130 yianinrtTte. 

bcm SSer^ältnlffc unter ben gleid^Iicflenben SE^citen bc« 
anbern @tra^(6. 

©0 ifl j. 83. in »ig. 129 nnb 130 

MA:AB = MC: CD. 

@6cnfo 

MB: AB = MD: CD. 

Die 83ett)eife für biefe ^Proportionen fönnen bem üoriflen Uiift 

nad^gebilbet werben. 

§. 206. 

^ufgaBe. 3u brei gegebenen ßinien, bereu 9lei^efolge 
gegeben ijt, bie Dierte proportionale ju fiubeu. 

gifl. 131. 

Ergeben: 

2)ie ginien a, b, c. 

(SJefuc^t: 

3u a, b, c bie oierte ^ropovtiounle. 

Soupruction. S3lan jier}e au8 einem beliebigen fünfte M 
jtüei ®trat)Ien, trage auf bcm einen biefer ©traljlen bie ?fbfc^nitte 
MA = a uub MB = b, unb auf bem anbern ©trnl;l ben 9fbf(^nitt 
MC = c abf üerbinbe Ji mit C buxä) bie gerabe ßinie AC, xinb 
jie^e ju biefer ßinic bur^ B bie ^parallele BD, meiere btn üerläns 
gertcn Strahl MC in D trifft. ?ftebann iji MD bie gefugte üiertt 
proportionale ju ben brei gegebenen Sinien a, b, c, ober cS ijl 

a : b = c : MD. 

Der 83eiüei8 berntjet in bem ße^rfafee §. 204. 

?fnmerfung. SBenn bie brei gegebenen ßinien in 3a^Ieti 
gegeben jinb (§. 197), fo finbet man bie üierte proportionale bur^ 
Öled^nung nad) Sfritljm. §. 151. 

§. 207. 

3ttfÄfe. 3u brei gegebenen ßinlen, bereu Jftei^efotgc 
gegeben ift, ijl nur ©ine vierte ^ro<)ortioua(e mögli^f. 
Ober wenn unter t)ier ßiuien bie Proportion befielt 

a : b sss c : it, 




eiebrntcT ^Ibfc^nitt. 
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unb bamit glri({|)eitig bie Proportion 

a : b = c : y, 
f ifl a? = y. 

§. 208. 

^nfgobe* @inc flcgcbenc gcrabc ßinic in tincm flcgebcncn 
aSer^ältniffc gu t^citcn. 

5ifl. 132. 

® rgrbrn: 

35ie ßinieu AB, m, n. 

(Srfuc^t: 

AB ju t^eilen in bem Ser^ältniffe m : ». 

Sonflructiou. SDlan ijie^e aua -4 einen beliebigen ©tra^I, 
trage auf bemfelben bie Steile AC=^m unb CD = n ab, üerbinbe 
D mit Ä burc^ bie gerabe ßinie DB, unb jie^e ju biefer 8inie au§ 
C bie ^arattele CE, welche bie gegebene AB in JE trifft. Wlabann 
ifl E ber gefudjte S^eilpunft, ober eS ifl 

AE: EB = m:n. 

©er S5etüei6 berul^et in §. 205. 

§. 209. 

Sel^rfo^. aSenn gwei ©trauten üon jiDci SEranöüerfalcti 
fo gcfd^nittcn werben, baf ba& aScr^ältnif unter btn Sfb^^ 
f^nitten be8 einen ©tra^lö glei^ bem ?8er^ältnijfc unter 
5en Sfbf^nitten be8 anberen ©tra^leö ift, fo jinb bie beiben 
Sran0i?erfaten paxaM. 

(Umfefjrung bea ßel^rfafeea §. 204.) 

»ifl. 133. 



IDorauSfe^ung: 
MA : MB = MC : MD. 

Folgerung: 




AC II BD, 



9* 



] 



132 ^Planimetrie. 

85 e tu ei 8. ©efefrt eö fei nic^t AC\\BD. Sfföbann tann man 
)U AC buxäj ben ^unft Ä eine parallele BE jießeti, tüelc^e beu 
(gJtra^l MD in bem ^un!te E, tjerf^iebeii Don P, trip. 9la^ 
§. 204 ^at man nun 

MAiMB^MC: ME. 
Vbtt naä) ber SBorauöfefeung ifl 

MA:MB = MC: MD 
unb aus biefen beiben Proportionen folgt naä) §. 207 

3f D = ME, 
welche ©leic^ung bem ®runbfafee II (^fritljm. (Seite 4) tüiber- 
fprit^t. 

Der SBiberfpruc^ [jört nur auf, tüenn E mit D jufammenfättt. 
Snfo ift AC II BD, lü. j. b. n). 

Stnmerfung. Sffö SSorauafefeung biefeS 8e[)rfa|e8 ^ättc audj 
eine ber Proportionen be§ §. 205 aufgefteHt merben fönnen. 



§. 210. 

Sel^rfo^. SBenn jmei (Straften i^on jmci ^jaratteteii 
SranöDerfalen gefd^nitten merben, fo ift baS aSer^ättni^ 
unter ben Sfbfd^nitten ber Reiben S^ranöt^erfalen glei^ bem 
SSer^ältnijfe unter ben STfcf^nitten eines jeben ©traute. 

Sia. 134. 



\ 




SSoraudfel^ung: 


\ 




AC BD. 


T~ 


H 


golgerung: 
MA: MB — AC: BD. 


^"4- 


A. 





»emeiS. SDlan jie^e AE\\MD. ?«§bann r^at man au8 §.205, 
inbem man B tüie ©tra^lenpunft unb mithin AE unb MD tvit 
jmei SranSoerfaten anfielet, 

MA : MB = ED: BD. 
^""^'-^ bem ^arattelogramm AEDC ifi nat^ §. 97 

ED = AC. 



@iebrntrr $((f((nitt. 133 

MA:MB = AC: BD 

tu. j. b. tu. 

Sfnmerfung. Söcnn brei ober mehrere (Strahlen tjon jtüei paxaU 
Ulm Sranötjcrfalen gefd^tiitten merben, fo VA^t fic^ au6 bem tjors^ 
jle^enben Se^rfafe anä) leidjt folgern, ba^ alle SBer^ältniffe unter 
je jhjei correfponbirenben 2fbfdjnitten ber beiben Sranöüerfalen 
unter fic^ glei^ gro^ jtnb. 

§. 211. 

Sel^rfo^. SGBenn auf jipel ^jarattelen £ran6 tjerf alen, todä)t 
einen ©tra^t fd^neiben, bon btefem ©tra^I anQ in über- 
eintlimmcnber SGBeife STbf^nitte abgetragen werben, tt^etd^e 
ftd^ wie bie Sfbfc^nitte beö ©tra^Ieö tjer^alten, fo liegen bie 
Snb|?unfte berSfbfd^nitte ber S^ranöüerfaten mit bem ©tral^Ien^ 
^junftc in @iner geraben ßinie. 

(Umfe^rung be6 vorigen Se^rfafeeS.) 

Äig. 135. 
M 

SSoraudfeftung: 

MA : MB = AC : BD, 
AC II BD. 

golgerung; 

M, C, D in ®iner geraben 8inie. 

Sem eis. Oefcfet eS liegen M, C, D nic^t in Siner geraben 
Sinie. Stlöbann fann man awt M burc^ C einen ©tra^I jieljen, 
welcher bie Sranöüerfale BD in bem fünfte E, tjerfdjieben üon D 
trifft, unb nad) §. 210 ijl 

MA:UB = AC: BE. 

§fber na(^ ber aSorauöfefeung ^at man 

MA : MB = AC : BD 
unb au8 biefen beiben Proportionen folgt nat^ §. 207 

BD = BE, 
meldje ©leii^ung bem Orunbfafee 11 (Sfrit^metif ©eite 4) miber* 
fpritfyt. 







132 ^lammtixit, 

85 e weis, ©cfefrt eö fei nidjt AC\\BD. Sfföbann lann man 
)U AC bnxij ben ^unft B eine parallele M jießett, welche ben 
(gJtra^I ifD in bem fünfte E, tjerft^ieben \)o\x D, trifft. 9la^ 
§. 204 f)at man nun 

MAiMB^MC: ME. 
?f6er nac^ ber SBorauöfefeung ijl 

MA:MB = MC : MD 
unb aus biefen beiben Proportionen folgt nac^ §. 207 

MD = ME, 
welche Oleic^ung bem ®runbfafee II (^fritljm. (Seite 4) wiber- 
fprit^t. 

Der SBiberfjpruc^ [)5rt nur auf, wenn E mit D jufammenfällt. 
?nfo ift AC II BD, lü. j. b. tt). 

Stnmerfung. SffS SSorauSfe^ung biefeS 8c[)rfa|e8 ^ätte axid) 
eine ber Proportionen beS §. 205 aufgefteHt werben fönnen. 



§. 210. 

Sel^rfo^. SBcnn jwei ©trauten i^on jwei parattetm 
Stauet) erfaten gefd^nitten werben, fo ifl ba9 aSer^ättni^ 
unter ben Sfbf^nitten ber beiben Sutanol? er faten glei^ bem 
SSer^ältnijfe unter ben Sfbfc^nitten eines ytbm (Strafte. 

Sia. 134. 



\ 




SSoraudfel^ung: 


\ 




AC BD. 




\ 


golgerung: 
MA:MB — AC: BD. 


bU^ 


A» 





»eweiS. SDlan jie^e AE\\MD. SftSbann r^at man an^ §.205, 
inbem man B wie ©tra^Ienpunft unb mithin AE unb MD wie 
jwei SranStJerfaten anfielet, 

MA : MB = ED: BD. 
*^^"-- bem ^arattelogramm AEDC ifi nac^ §. 97 

ED = AC. 



@ieb(ntrr $((f((nitt. 133 

Mä:MB = AC: BD 

tD. }. b. tt). 

Sfnmerfung. Söcnn brei ober mehrere (Strahlen tjon jtüci paral* 
(eleu Sranötjcrfalen gefc^nitten mcrben, fo lä^t fic^ au8 bem tjots: 
jle^enben Se^rfafc aud^ leicht folgern, ba^ alle SBer^ältniffe unter 
je jtüei correfponbirenben Sfbfdjnitten ber beiben Sranöüerfalen 
unter fi^ glei^ gro^ jtnb. 

§. 211. 

Sel^rfo^. SGBenn auf jtpel paxaüdm SranSDerfalcn, totlä)t 
einen ©tral^t fd^neiben, bon biefem ©tra^I au6 in über- 
einftimmenber SCBeife Sfbf^nitte abgetragen tperben, totlä)t 
fiä) tvit bie Sfbfc^nitte beS (Strahles ber^alten, fo liegen ble 
@nb|?unfte berSfbfc^nitte ber S^ranötJerfaten mit bem ©tral^Ien:^ 
^junftc in @iner geraben ßinie. 

(Umfe^rung bc6 vorigen 8e^rfa|e6.) 

M 

SSorauSfe^ung: 

MA : MB = AC: BD, 
AC 11 BD. 

golgerunfl: 

M, C, D in ®iner geraben ßinie. 

Sem eis. Oefefet eS liegen M, C, D nidjt in Siner geraben 
ginie. Sflöbann fann man au8 M burd) C einen ©tra^I jie^en, 
meldjer bie Sranötjerfale BD in bem fünfte E, üerfdjieben tjon D 
trifft, unb na^ §. 210 ijl 

MA:MB = AC: BE. 

§fber nai^ ber aSorauöfefeung ^at man 

MA : MB = AC : BD 
unb au8 biefen beiben Proportionen folgt na^ §. 207 

BD = BE, 
n)eld)e ©leic^ung bem Orunbfafee II (STritl^metif (Seite 4) miber^ 
fpric^t. 




134 |)(animetrif. 

Der SBiberfpruc^ ^ört nur auf, wenn E mit D jufammenfättt. 
fflfo liegen M, C, D in ©iner ßeraben 8inie, tu. j. b. w. 

Sfnmerfung. SBenn auf jwei parallelen in übereinflimmenber 
SBeife beliebig Diel Sfbfc^nitte abgetragen werben, welt^e paarweife 
unter fn^ in gleiten SBer^ältnifTen jle^en, fo läßt ft^ au8 bem 
Dorjle^enben 8e^rfa|e an^ beweifen, baß alle burd; bie correfpon^^ 
birenben S^eilpuntte ber beiben parallelen gejogenen geraben 
Sinien f\d) in ©incm fünfte bur^fc^neiben. 

§. 212. 

Sel^rfa^. ®in ©tra^I, weiter einen SBinfet eincö ®rci=: 
etfö ^albirt, t^ellt blc biefcm SBinM gegenübcrliegenbc 
©citc im SScr^äftni^ ber i^m anticgenben (Seiten. 

Stfl. 136. 

V 

^ AMC = ]/ CMB. 

Jolgfrung: 

AC:CB==AM: MB. 

v 

®ewei8. SJlan jie^e bnxä^ B bie ßinie BD\\CM, mb üer= 
längere AM über M l^inaua bie D. Sflebann Bat man au8 §. 205, 
inbem man A wie ©tra^Ienpunft unb CM unb BD wie jwei 
SranetJerfalen anfielt, 

AC : CB = AM : MD. 
Sfber eö ijl ferner 

^ AMC = ^ MDB mä) §. 41 
^ CMB = ^ MBD nadj §. 40 

unb ba nac^ ber aSorauefefeung ^ AMC =^ CMB ift, fo folgt 

^ MDB = ^ MBD, 
unb ^ierau8 nat^ §. 64 

MB = MD. 

SSermöge biefer ©leic^ung üerwanbelt fic^ bie obige ^ropor^ 
tion in 

AC:CB = AM : MB 
w. }. b. w. 




eirbrntrr «bfc^nitt. 135 

9fnmerfunfl. SBenn man ou^ btn Sfufentüinfel MP M- 
fel&en SMreiedS ^alfeirt; fo erhält man in btx 93er(ängtrung Don 
AB ju btn bxti fünften A, C, B btn vierten ^armonifc^en ^unft 
(§. 236). 3)ied fann jeboc^ ^ier nic^t weiter »erfolgt werben. 

§. 213. 

Sel^rfa^* SBenn ein (Strahl, tpeld^er au6 einem ®rfpunftc 
cincö SDreierfö gejogen tüirb, &ie biefem ©rfpunfte gegen^ 
überlicgenbe (Seite im SSer^dltnif ber i^m anliegenben 
(Seiten t^eilt, fo tüirb bur^ i^n ber an biefem ®rfpunfte 
ftcgenbe SBinfet beS SDreierfS ^alMrt. 

(Umfe^rung beS üorigen 8e^rfa|ea.) 

aSoraudfr^ung: 

AC:CB = AM: MB. 

golflfrung: 
/ AMC = ^ CMB, 

©emeie. 2Jtan oerlängere AM über M ^inauS nac^ D, fo ba^ 

MD c= MB tüirb, unb jiel^e BD. SJermöge ber SJorauöfefeung f)at 

man fobann 

AC:CB = AM: MD 

unb baian^ folgt nac^ §. 209, Sfnm., iubem man A toit @tra^len^ 

|)unft anfielt, 

CM II BD. 

3)emnac^ ijl ferner 

^ AMC = Z, ^J>^ na(^ §. 41 
^ CMB = ^ MBD na6) §. 40 
tinb ba nad) ber Sonfhructiou MB = MD ijl, fo ^at man naä) 
§. 61 auc^ 

^ MDB = Z, ^^^/ 
nnb mithin enblic^ 

^ AMC = ^ CiBTÄ 

n?. j. b. tu. 

§. 214. 

SrHärung* Unter bemSlec^terf au6 jtDci gegebenen 
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|)Untmetiif. 



woraus waäj §. 204 folgt 

MA:MB = MC: MD 

tu. j. b. tu. 

9fnmerfunfl. 3ii Solge ber Ijicr betuiefcnen beiben ßc^rfait 
gelten für bie Proportionen unter ßinien alle biejenigen Umiüanb* 
hingen, toelt^e im §. 150 ber Sfrit^metif für geometrift^e ^rotJOt*^ 
tionen unter Ballen beriefen toorben jlnb. 3)enn man ^at mir 
nöt^ig, in bm bortigen SBeweifen für bie ^obucte auö 3a^len 
giec^tecfe au9 ßinien an bie ©teile ju fefeen. 

Serner fann man na^ biefen beiben ße^rfäfeen jeben ©oft, 
toelc^er t)on Proportionen unter ßinien ^anbelt, in einen ©aj} 
über in^altagleid^e fftec^tetfe üerwanbeln, unb umgefe^rt. ®o ijl 
j. 93. bie 9fufgabe §. 206 tJöttig einerlei mit ber Sfufgabe §. 124, 
tüie tjerf^ieben axidj bie Sfuftöfungen beiber an btn angeführten 
©teilen ausgefallen fmb. SBeitere IBeifpiete toerben unten üor^ 
fommen. 



Jlri)tilid)krtt Irrr jigurrn. 

§. 217. 

ßrflSrung. ^mi Sigurett tperbeti ä^nti^ gcttannt, 
tpentt i^re SBinfcI beiie^ungötpeife glcid^ flnb unb i^re 
(Seiten bejie^utigfliDeife itt gleichen SSer^ältnijfett flehen. 

SBenn man j. 83. annimmt, ba^ bie beiben X>reieÄe ABC unb 

DBF, fjig. 138, ä^nlit^ 
fein follen, fo jtnb in biefer 
SfuSfage, üermöge ber Dors: 
jle^enben grflärung , bie 
folgenben fec^S 93ebingun« 
gen enttjalten: 




1) in IBetreff ber SBinfet 

^ CAB = ^ FDE, 

^ ABC = Z. ^^Pf 
^ACB = ^DFE'^ 



eirbmter «br^nitt. 139 

2) in IBetreff btx Seiten 

AB:DE = BC : EF, 
AB : DE^AC: DF, 
BC : EF = AC: DF. 

J)iefe 6 ffiebingungen laffen fxij aber jeberjeit auf 4 iuxüd^ 
fügten. 35enn au9 ber Oleic^^eit jmeier SBinfel in jmei 35reie(fen 
folgt immer fc^on bie ©teii^^eit be8 britten SBinfela, unb au8 jwei 
Proportionen unter bm brei (Seiten jmeier (DreiedEe folgt immer 
fc^on bie britte ^oportion. 

J)ie Songrueuj gerabtiniger Figuren fann wie ein befonberer 
Sali ber ^f^nlic^feit angefe^en werben. (Denn au^ in congruenten 
giguren jxnb äffe SBinfel bejiel^ungSweife gleid^, unb alle (Seiten 
flehen bejiebungaweife in gleichen SSer^ältniffen^ nur fommt bie 
fcefonbere IBebingung Ijinju, ba^ alle biefe aSer^ältniffe ben SBert^ 
®in8 ^aben. 

SDlan gebraust ba^ 3ei^en CV) für ä^nlic^. 

§. 218. 

3ufa^. SBenn jirei Figuren einer britten ä^nli^ flnb, 
fo finb fic auä) einanber ä^nlic^- 

Ober wenn ^ (X) Ä unb il CV) C ijl, fo ifi au^ B csD C. 

3)iefer (Safe gilt auc^ bann, wenn eine ber beiben Dorau6gefefeten 
^^nlid^feiten fxäj in Songruenj Derwanbelt. Ober wenn -<4 (X> Ä 
unb il = C, f ifi and) B (X) C. 

§. 219. 

Sel^rfa^. SBenn jwet ©trauten i?on jwei |?arattelen 
£tanft)erfa(en gefc^nitten werben, fo finb bie beiben ba^^ 
fcurd^ ' entjlanbenen 55reierfe ä^nli^. 




AC II BD. 

golgerung: 
A MAC (AD A MBD. 



140 9)Ianiin(trir. 

IBetüeiö. SJlan fjat 

^ AMC = Z, ^*^/ 

^ MAC == Z, ^^J> "öt^ §• 41/ 

^ ifC^ = ^JfPÄ „ §. 41. 

ferner 

MA:MB = MC : MD naä) §. 204, 
MA:MB = AC : BD „ §. 210, 
MC:MD = AC: BD „ §. 210. 

3)a hiermit alle fjorbcrunflen ber Srffärung §. 217 erfüllt finb, 
fo folgt A ifilC C\D A MBD, tu. j. b. tu. 

§. 220. 

Sel^rfa^. SBenn in jipei SDreicrfen &ic brci SBinfct 
fceiicl^unflSiPeifc gleid; ftnb, fo flnb bic SDreietfe d^nltiä^* 

%iQ, 140. SSoraudfrl^und: 

■ \ / \ ^ ^ÄC = ^ DEF, 

? ^Z Xj. [/^BCA = /^EFD], 





B^ '■ C golgeruna: 

A ABC CVD A DEF. 
S3etrei§. SJtan trage tjon A au6 auf ^^ bie (Seite DE ah, 
fo ba^ DE = AG tüirb, unb jie^e buri^ beu ertjafteiieu ^unft G 
bie Siiiie Gi5r || BC. Sflebatin ijl imd) §.219 

A AGH es:) A ABC. (1.) 

Serner ift 

AG = DE nad^ ber Sonfhruction 
^ GJF = ^ EDF nac^ ber aSorauöfefcung, 
unb au6 beu beiben ©lei^ungeu ^AGH = ^ABC{%. 41) unb 
^ ^ÄC = ^ D£F (SBorauSfefeung) folgt 

^ AGB = ^ DEF. 
35emna^ ift au9 §. 56 

A AGB = A DEF. (2.) 

9fue (1) unb (2) enblic^ folgt nac^ §. 218 

A ABC CV) A DEF, 
m. j. b. ir. 

§. 221. 

Sel^rfa^* SBenn in jtpei ©reiedfen jtpei Seiten in 
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gleichen SSer^dttnifl'm flehen unb bie Don biefcn (Seiten 
eingef^toffenen SBinfet bejie^ungStpeife gtei^ finb, fo finb 
bit ©reierfe &i)nlxä). 

SSorauSfe^ ung: 

AB:DE = AC: DF 
^ BAC = ^ EDP. 

Jolgerung: 
A ABC CVD A PEF. 

83 e tu ei 6. 9Jlan trage tjon A aus auf AB bie (Seite DE ai, 
fo ba^ DE = AG tüirb, unb jie^e bur^ ben erhaltenen ^unft G 
bie 8inie GH \\ BC. Sflebann ip nad) §. 219 

AAGHiX>AABC. (1.) 

Serner ifl 

ilG = DE nad) ber Eonftruction, 
,/ GAB = ^ EDF naäj ber 5Borau§fefeung, 
unb au8 bm beiben Proportionen AB:AG = AC: AH (§. 204) 
unb AB:DE = AC: DF (aSorauöfefeung) folgt nac^ §. 207 

AH = DF 
35emna^ ijl au8 §. 60 

A AGB = A DEF. (2.) 

Sfu§ (1) nnb (2) enblit^ folgt nac^ §. 218 

A ABC CSD A DEF, 
tv. j. b. to. 

§. 222. 

Sel^rfa^. SBenn in jn^ei SDreietfen jwei (Seiten in gtei- 
^en SBer^ältniflfen flehen, unb bie ber größeren (Seite gegen^: 
ü6er(iegenben SBinfel bejie^ungöipeife gtei^ finb, fo jtnb 
bit ®reierfe ä^nlid^. 




E^ 


/ 


X^ 


IBoraudfej^ung: 

AB : DE — BC: EF, 

^ BAC — Z, ^DF, 

BC > AB, 

EF > DE. 


C 






Folgerung: 
A ABC CVD A DEF. 



©eweiö. ajlan trage oon A aus auf AB bie (^eite DE ab, 
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fo ba^ DE = AG tüirb, unb jie^e bnxij bm erljaftenen ^unft G 
bit Sinie GH \\ BC. «flöbaim ijl nac^ §. 219 

AAGHCSDAABC. (1.) 

gcrner ift 

^6r = DE waä) ber Sonffruction, 
^ Giiü = ^ £DF nac^ ber gSorauöfefeung, 
unb mi6 bcn Oeibcn Proportionen i4Ä : ^lö = ÄC : öff (§. 210) 
unb AB : DE = BC: EF (gSorauefefeung) folßt nad) §. 207 

GH = EF. 
X>emnad) ijl auö §. 76 

A AGH = A PJBF (2.) 

SfuS (1) unb (2) enblid) folgt nat^ §. 218 

A ABC CV) A ^i£^F 
to. j. b. m. 

§. 223. 

ßel^rfa^« SBenn in i^ei SDrcietfen bic brei ©eitcn be=: 
jie^ungöttjetfe in gleichen aScr^ältnijfen flehen, fo flnb bit 
55)reietfe ä^nli^. 

AB : DE = AC: DF, 
AB:DE = BC: EF, 
[AC :DF=BC : EF]. 

Jolflerutifl: 
A ABC CV) A DEF. 

S3en)ciS. 9)lnn trage tjon A auö auf AB bit ®eite PÄ ab, 
fo ba^ D£ = AG tüirb, unb jie^e bur^ btn erhaltenen ^unft G 
bie ßinie GH\\ BC. SflSbann ip nadb §. 219 

A AGH CV) A ABC. (1). 

Sern er ijl 

-4G = D£ nad) ber Sonfh:uction5 
aua ben beiben Proportionen AB:AG = ÄC: AH (§. 204) unb 
AB:DE = AC : DF (SSorauöfe^ung) folgt nac^ §. 207 

AH = DF, 
unb aua ben beiben Proportionen AB: AG = BC: GH (§. 210) 
unb AB: DE — BC : EF (aSorauöfefcung) folgt ebenfo 

GH = EF. 
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Demna^ ijl au8 §, 83 

A AGB ~ A DEF. (2.) 

9fuö (1) unb (2) eubli^ folgt mä) §. 218 

A ABC C\D A J>EF 
ID. j. b. lü. 

Sfnmerfung. 2)ie Her Ser^rfd^e §. 220—223 tücrbeti bie 

Dier §i[^nli^feitefäfee be8 3)reietfe geiinnnt. @ic entfpred^en 

bcn öier ßongruenjfäfcen be8 3)reicÄ8, treldje in i^ren SScweifen 
jur Wntüeubung fommen. 

§. 224. 

Sel^rfa^. SGBenn jipei ^otpgonc au6 ä^nlid;en SDreierfcn, 
öeten fämmttid^c (Selten Sejiel^imgStpeife in gleiten S3er:= 
^ättnijfen flehen, auf iifcereinftimnienbe SGBeife iufammen- 
gefegt finb, fo finb bie ^olpgone ä^nlic^. 

**^* ^*^' S3orau«fffcung: 

A ABC CVD A FGH, 
A ilCD CVD A FHI, 
A 2li>JE: (X) A FIK, 

Solgerung: 

93 e tu ei 6. 3ii beibeii ^oU;gonen jtnb erjlenS alle SEBinfel 
be}iet;ung8tüeife gleich, meil jie eiitmeber gleiche SEBinfef in äljnlid^en 
Dreiedfen, ober (Summen gleicher SBinfel au8 äl)nlic^en X)reiedPen 
tlnb. 

3u beibeii ^ol^goiien flel^en j weiten 6 nlle (Seiten bejieljunga- 
weife in gleii^en SScrljäftniffen, weil fie Seiten äfjnli^er 3>reietfe 
finb, wellte fämmtüt^ bejietjungSweife in gleidjen SSer^ältniffen 
flehen. 

Solgli^ fmb md) §. 217 beibe ^olljgone äljnlid), w. j. b. w. 

§. 225. 

Ißel^rfa^* ^^nti^e ^otpgone werben burd^ übereinftim=: 
mmb gejogene ibiagonaten in ä^ntid^e SDreierf« jerlegt. 

(Umfetjrung be§ üorigen ßetjrfafeeS.) 
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^(animrtrie. 




lßoraudfr|ung: 
ABCDE (X) FGHIK. 

Solgrrung: 
A ABC CV) A FGB, 
A ACD (X) A FHI, 
A ADE CV) A FIK. 
ffiemeis. SBenn man üon beii 6eiben ä^uüc^eu ^polljgoneu 
ABCDE unb FGH/Ä jucrfl je ein Xxtitd, ABC mb FGB, bar* 
eine iDiagoimle abfc^neibct, fo Ijat man wegen ber ^^nlit^feit ber 
beiben gegebenen ^oU;gone 

AB : FG = BC : GH, 
^ABC = ^ FGH, 

unb barauö fofgt na^ §. 221 

1) A ABCCKD A FGH. 
9fu8 biefer 9i[[)nlid)feit folgt ferner 

BC: GH^AC:FH, 

^BCA = Z. GBF, 
unb bcvcaM 

AC:FB = CD: BI, 

folgli^ i)cA man nat^ §. 221, inbem man je ein jtüeiteS 3)reietf, 
ACD unb FBI, burd) eine jmeite (Diagonale abf^neibet 

2) AACD(X)A fBI. 
©benfo fann man fortfahren ju beweifen 

3) A ADE CV) A FIK 

u. f. tt)., menn bie 9tei[)e ber ^reiede norf) größer gemefen iuäre. 

§. 226. 

Sel^rfa^. SBenn jrnei Figuren fo in ein ©tra^tenfpflcm 
gelegt werben fönnen, ba^ alle ©trauten burd^ bie Umfange 
ber Figuren in gleiten Sßcr^ättniffen gef^nitten werben, fo 
jtnb bie ?5iguren ä^nlid;. 

Sig. 142. aSoraudfej^ung: 

D MA : MF=MB : MG=MC : MH 

^CTT'^^^^^^^I^C' =MD:MI = ME:MK. 

Jolgerung: 
B ABCDE CV) FGBIK. 




eithtnttx «bfc^nitt. U$ 



SeiütiÖ. STuö 



MA:MF=zMB: MG folgt AB 
MB:MG = MC:MH „ BC 
MC : MH = MP: MI „ CD 



FG (§. 209) 
GH 

I Ä/ 

I J« 
FK 



MD : Ml = ME: MK „ DE 
MA:MF = ME:MK „ AE 

b. f). alle gleic^üegenbeu ©eiten btx beiben gegebenen Sfiguren jinb 
paraUtl. 'hieraus fann man lüeiter ft^fiefen: 

1) 2ru8 AB II FG folgt ^ 3fÄ^ = ^ MGF (§. 41) 
unb aus ^C II GÄ „ ^ iJfÄC = ^ ilföil, 
unb bie Sfbbition biefer beiben ®lei(i|ungen giebt 

Z,ABC = Z, FGH. 
Sbenfo fann man, burc^ Sfbbition ober ©ubtraction glei^er 
2öinM, bie ©leid^^eit aller übrigen gleidjliegenben SBinfel ber beiben 
^uren betoeifen. 

2) SfuS AB II FG folgt MB : MG = AB : FG (§. 210) 
unb aus BC \\ GH „ MB:MG = BC: GH, 
unb biefe beiben Proportionen geben 

AB:FG = BC: GH. 

ebenfo fann man beiteifen, ba^ aui) alle übrigen ©eiten ber 
beiben ^guren bejiebungStüeife in gleichen aSer^ältnijfen jle^en. 

SfuS 1) unb 2) enblit^ folgt nad) §. 217, baß bie beiben ge- 
gebenen fjiguren ä^nlic^ jlnb, m. j. b. tv. 

Sfnmerfung. (Sine auSfüfjrlic^e 83etra^tung ber Se^re Don 
ber St^nlic^feit ber Figuren, njel^e ^ier nic^t gegeben werben fann, 
mad)t eS nöt^ig, btn tjorfle^enben @afe als (Srflärung ber 
Ä^nlic^feit jum ©runbe ju legen. 3)iefe Srflärung ^at alSbann 
toor ber obigen beS §. 217 (meiere man bem SuflibeS üerbanft) 
ben aSorjug, ba^ jie nii^t allein auc^ auf frummlinige giguren, 
foubern aud^, in ber (Stereometrie, auf räumlidje ©ebilbe jeber Sfrt 
unmittelbar angewanbt werben fann. 

3n aSejug auf bie tjorfle^enbe Sigur gilt ^ier tüieber bie Sfn« 
merfung ju §. 204. 

§. 227. 

^ttfgabe. 3u einer gegebenen Sigur eine i^r ä^ntid^e 
^flur JU jei^nen. 

9Bitt|lriit*9 ettnu-Slat^etnatit. 1. 99t. 2. «bt^tg. 10 



146 



^lanimrtrir. 




® rgebett: 

f?igur äBCDE. 

®efu(^t: 

Sine ä^nliti^c Sigur. 



Sonjlruction. SJlan irä^Ic einen beliebigen ^unft M uii5 
jie^e auö biefem fünfte (Strahlen MA, MB, MC, MD, ME, mi^ 1 
allen ©dPpunften ber gegebenen ?5ignr. Sfuf benx ©tra^Ie MA 
ne^me man einen ^unft F fo an, ia^ ia^ SBer^ältni^ MA : MF 
gleich bemjenigen SBer^ältniffe wirb, weld^eö bie ©eiten ber gegebenem 
ju ben (Seiten ber gefugten Signr ^aben foHen^ jie^e barauf^ 
FG\\AB, GÜ\\BC, m\\CD, 1K\\DE, unb enblit!^ bie gerabr 
ßinie F/T. Sflöbann ijl FGHIK bie gefut^te fjigur, rcelc^e ber^ 
gegebenen ABCDE ä^nlic^ ijt. 

2)er fBeireiö beruhet in bem vorigen ße^rfafce. 

J)ie Söa^l beö ^nnfteö iSf ijl üottfoinmen wiHfürlit!^. 2Jlan fann 
i^n foiro^I au^er^alb ber gegebenen Sigur (tt)ie oben), al8 auc^ 
innerhalb berfelben, ober in einer iljrer (Seiten, ober in einem i^rer 
(SdPpunfte annehmen. 5fut!^ ben ^unft F fann man nit^t nur in 
MA felbjt (irie oben), fonbern aud^ in ber SBerlängerung t)om MA 
über M l^inauS, auf bie obige SBeife fefttegen. 

Sfnmerfung. Sfuf biefer Srufgabe berul^et ber fogenannte 
©tordjfc^nabel ober ^antograp^, ein Sn^rument, welches 
baju bient, eine gegebene gigur in einem gegebenen SBer^ältniffe 

ju verjüngen. S)erfelbe befielt, 

gig. 143, au8 üier gleit^Iangen 

ßinealen MA, AB, CD, DE, m\i)t 

in A, F, D, G fo mit einanber 

üerbunben fmb, ba^ AFDG ein 

tjerfc^iebbareS Parallelogramm 

bilbet. J)ie «punfte M, D, B, 

liegen alöbann in (giner geraben 

ßinie. SBenn nun ber ^unft M 

ÄUf bem Rapier befejtigt unb ber ^unft B auf bem Umfange 

einer gegebenen Sigur a? herumgeführt irirb, fo beftbreibt ber 

^unft D eine ber gegebenen ä^nlid^e gigur y. S)a8 SBer^ältni^ ber 
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©citcn bicfer beiben giguren ijl gleic^ bcm SScr^ältni^ MA : MF, 
b. ^. bic gegebene Sigur wirb in bem SSerl^ältniffe MA : MF tjer^ 
lüngt. 

Sfuf berfelben ?(ufgabe beruhet, bei bem topograp^ifc^en 2[ufss 
nebmen Dermitteljl beö 2Jle^tifc^eö, ba^ fogenannte Wufrie^men au& 
Sinem fünfte, worüber bie praftifti^e ©eomctrie weitere Sfuöfunft 
fliebt. 

§. 228. 

Sel^rfa^. St^nti^e Figuren fönnen immer fo in ein 
<Stra^tenf5jlem gelegt tpetben, ba^ alle (Strahlen burc^ bie 
Umfange ber Figuren in gleichen SSer^ältniffen gefc^nitten 
Irrerben. 

(Umfe^rung beS geljrfafeeö §. 226.) 
»ig. 144. 



SSorau<fej}ung: 
ABCDE (X) FGHIK. 

Solgerung: 

f. b. SSorauSfefcung in §. 226. 




33 e weis. 3Jlan wä^Ie einen beliebigen ^unft M unb gie^e 
aus biefem «punfte (Strahlen MA, MB, MC, MD, ME na^ atten 
gcfpuntten ber gegebenen Sigur ABCDE, Sfuf bem (Strafte MA 
ne^me man einen ^unft L fo an, ba^ 

MA:ML = AB: FG (1.) 

Wirb, jie^e LN \\ AB, NP || BC, PQ \\ CD, QR \\ DE, unb enblic^ 
bie gerabe ginie LR. Snsbann ifi nad^ §. 204 

MA : ML = MB : MN = MC : MP = MD : MQ = ME : MR, 
b. \). bie beiben Figuren ABCDE unb LNFQR liegen fo in einem 
@tra^lenft}{tem, ba^ alle (Strahlen burt^ bie Umfange ber Figuren 
in Qltiäjm SSerl^ältniffen geft^nitten werben. 

@ö bleibt nun nod^ ju beweif en übrig, ba^ FGHIK mit LNPQR 

jur !Detfung gebraci^t werben fann. 3u bem ®nbe f^at man nad^ 

§. 210 

MA:ML = AB: LN (2.) 

10* 
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mb aus (l) unb (2) folgt naä) §. 207 

FG — LN. 
gcrner f)at man auS §. 226 

ABCDE <X> LNPQR, 
unb trenn man ^iqu 5ic SSorauSfefeung nimmt, fo folgt naä) §. 218 

FGHIK (X> LNPQR. 
S)ic bciben ?5iguren FGHIK unb LNPQR finb mithin ä^nlit^, 
unb juglei(i^ ^at ba^ SBer^ältni^ Don einem ^aar glei^Iiegenber 
(Seiten, FG : LN, ben Söert^ einö^ ober eS ifi (f. §. 217) 

FGHIK = LNPQR. 
man fann alfo FGHIK an bie (Stette üon LNPQR legen, b. f). 
man fann FGHIK unb ABCDE fo in ein (Stra^Ienfljjlem legen, 
ba^ alle (Strahlen bur^ bie Umfange ber giguren in gleichen 
aSer^ältniffen gefc^nitten werben, tv. j. 6. to. 

§. 229. 

3ufa|. Sf^ntic^e ^Jiguren fönnen immer in eine fol^e 
ßage gebracht n?erben, ba^ xf)xt (Seiten bejie^ungömeife 
^^aratteif Hegen. 

Unb wenn man in biefet 8age ber Reiben ä^ntid^en 
^guren jebe jirei gteic^tiegenben ©dfpunfte berfetten bur^ 
eine gerabe ßinie Derbinbet, fo f^neiben jl^ atte biefe SSer^^ 
fcinbungSlinien in Sinem fünfte. 

S)er jufefct genannte ^unft, loelc^er bem (Stra^Ienpunfte M in 
ben gig. 142 unb 144 entfprit^t, wirb anä) ber ^t^nlic^feitS^ 
^)unft ber beiben Siguren, in ber üorauSgefefeten Sage berfelben, 
genannt. Söenn man in biefen ^unft ba^ Sfuge bringt unb oon 
i§m au8 bie beiben Siguren betrachtet, fo fcfeeinen biefe Figuren 
cinanber ^puntt für ^unft ju becfenj bie St^nlic^teit ber Figuren 
erfc^eint a(fo ^ier wie eine 2frt üon optifc^er ober perfpectiDif(^er 
35e(Iung, unb tritt bamit in ein coorbinirte8 SSer^ältni^ ju ber 
Gongruenj ber giguren, welche eine wirflit^e !Decfung forbert 

Das j?tral|lenft|ßem mit ntdit parallelen Sransoerfalen. 

§. 230. 

(Srflarung. Unter einem SDoppeltjer^ttnif öon 
ßinien üerfle^t man ba& geometrifc^e SSer^ältnif jtt^eier 
18er^ä(tni|fe unter ßinien. 



I)er @tixand) beS S)o|)pelDcr^äItuiflree ijt folgcnbcr. es fei AB, 
??ig. 145, eine gerabe ßinie, welche burt!^ ben ^unft C in bie 
beiben Steile AC unb BC jerlegt irirb, unb ebenfo fei DE eine 

8ifl. 145. 9^^^^^ ß*'"^' ^^W ^u^^ ^fn ^unft F in 

^ ' bie beiben SE^eile DF unb £F ierfättt «flö^ 

^ ' "-ß bann ftnb ^C : BC unb PF : JBF bie SBer^ 

jj jy ^ ^ältnijfe unter ben Steilen biefer ßinien. !Diefe 

SSer^ältnifTe fxnb aber 3a^Ien (f. §. 200), 
man fann bemna^ wieber ba^ geometrifc^e SSer^ältni^ 
(f. Sfrit^. §. 137) biefer beiben IBer^ältniffe bitten, unb erhält fo 
ba% !£)ot)^eIt)er^äItni^ 

{AC : BC) : (DF : EF) 
ober wie man ^ier bequemer fö^eibt 

i4£ . DF 
BC ' EF' 

3)ie Sl^eilpunfte C unb F muffen ni^t not^wenbig, wie in 
Sig. 145, innerl^alb ber ßinien AB unb DE angenommen werben, 
fonbem fönnen auc^ irgenbwo in bie SSerlängerung biefer ßinien 
fallen. 

«nmerfung. SBenn ein S)ot)t)eIt)er^äItni^ ben SBert^ ©nS 
annimmt, fo ge^t eö in eine Proportion über. 3. 95. wenn man l&at 

AC^ DF_ 
BC' EP ~ ' 

fo folgt fofllei^ 

AC^_DF 
BC~ EF' 

b. i. AC:BC = DF:EF. 



§. 231. 

Sf|rfa^ bf6 Wltntlan$. SBenn jn^ei (Strai^ten \>on 
jmei ni^t paratteten SranSüetfaten gefc^nitten »erben, fo 
feaf bie ?[bf^nltte, tt^et^e bie eine biefer Sranöüerfaten auf 
feen ©tral^ten l^eröorbringt, burc^ bie anbere Sran8t?erfate 
in ie jwei S^eite ierfaHen, fo ifl bai SDoppetöer^dttnif 
unter biefen Sl^eiten gteic^ bem umgef eierten SSer^ättnif 
unter ben Sl^eiten ber erjlen SranSüerfate. 



1 50 Planimetrie. 



1V-- 




SBorau^r^tiung: 

AC t^eilt bic Sfbf^nitte MB unb MB, 

Folgerung: 
MA M 



AB' CD 



= DE : BE. 



SBeir eis. 2Jlan jie^c burc^ ben ©traljlcnpunft M ju bcr Sran8::= 
tjcrfale BD bic «parallele MF, irelc^e bie Sranöüerfale ilC in F trijft. 
Sflöbann ijl nai) §. 210, inbem man A irie ©tra^Ienpunft anfte^t, 

MA:AB = FM: BE 
unb ebenfo, inbem man C wie ©tral^lcnpunft anfielt, 

MA MC_PM^ PM 
AB' CD~ BE' DE' 

Sfber auö ber Sfrit^metif §. 149 folgt 

FM ^ FM yj-, , j^-, 



mithin ifl 



%:% = LE:BE, 



to, }. b. tD. 

Sfnmerfung. 2Jlan ^ätte im St^rfafcc xiCi6:j SSertaufc^ung ber 
SranSüerfalen AC unb BD, aut^ fc^rciben fönnen 

3n biefem ^Jatte t^eilt 5/> bie Sfbfc^nitte MA unb JTC in ben 
fünften B unb I>, wc^e in ben SBerlängerungen biefer Sfbf^nitte 
liegen (f. b. vorigen ^aragrapl^). 

3n berfelben fjigur fann man übrigens auc^ jeben ber fünf 
.anberen ©(i^nittpunfte A, B, C, D, E toxt ©tra^Ienpunft anfeilen, 
o^ne \io!^ ber ße^rfafe aufhört richtig ju fein, ©o finbet man j. 95. 
Jüenn B (Stral^lentjunft ift 

BA BE 



AM' ED 



DC : MC. 



, BM BD -^ ,^ 
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42fuf bicfc SBcife faim bcr Dorjle^cnbe Sc^rfafe in berfclben fjigur 
&urti^ jtrölf öerfc^icbciic Proportionen auögebrücft werben. 

3)er ^ier bewiefene ße^rfafe fommt in btn Elementen beS ®uflibe8 
tiic^t Dor. @r finbet jld^ juerfl in ber ©p^ärif beS 2JleneIau8, 
tDelti^er ju ?ne]Cflnbrifl um ba^ 3a^r 80 naä) (Sf)x. ®eb. [einrieb, unb 
Bilbet ben Sfu8gfln99t)unft für eine JRei^e üon Unterfu^ungen, bie 
man unter bem Spanien ber „neueren ©eometrie" jufammenjufaffen 
pflegt unb t)on benen ^ier nur bie erflcn STnfangSgrünbe gegeben 
tüerben fönnen. 

§. 232. 

Sel^rfa^. SBenn brei ©trauten bie ©dPpunfte eine« 
SDreierfd treffen, fo n?erben fic burd^ bie biefen ©dfpunften 
öcgenübcrticgenben (Seiten ober bie SSertdngerungen ber:= 
fetben fo gefc^nitten, ba^ bad SDoppetüer^dttnif unter btn 
S^^eilen je jn?eier ©trauten gleid^ btm umgekehrten SSer:= 
l^ättni^ unter btn Steilen ber üerbinbenben SDreiedfefeite ift. 



A ABC getroffen t>on ben (Straffen 
MA, MB, MC. 

Solgerunfl: 

MD ME n «1 j r> 

• — = BF * AF 

DA ' EB 

83 e weis. ^a6) bem üorigen ße^rfafee f)at man 

MD ^ MC_ 
lB-CF = ^^'^^ 

unb aus beiben Proportionen folgt 

^^ . ^^ DP. AP 

DA'EB—^^'^^' 

lü* }. b. tt). 
9fnmerfung. 3m Sel^rfafec ^ätte man au^ fc^reiben fönnen 
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gerncr fann man anij Jeben btt btei fünfte A, Ä, C njie 
@tra^IttH)unft anfeilen, fo ba^ mltl^in in beifelben ^hgut ber öot*5 
fle^cnbe ßc^rfafe burc^ jiüölf Derfc^iebene Proportionen dusgebrüät 
»erben fann. 

§. 233. 

9lttfga&f. @ine gegeibene gerabe Sinie o^ne ®tbxanä) 
bee ^ixftU in jtpei gleid^e Sl^eilc iu t^eitnt- 

8ifl. 148. 

® egeben: 

ßinie AB. 

___ * '*^- 

IT 

Sonjlruction. 2Jlan irä^Ie au^er^alb ber gegebenen geraben 
Sinie AB einen ^unft Jf, jie^e auS M bie beiben ©tral^Ien MA 
unb if^, lege burd^ biefe (Strahlen bie Sranet»erfale CD \] AB, jie^e 
AD unb BC, unb enbli^ burc^ beren (St^nittpunft E ben ©trn^l 
if£, welker bie gegebene 8inie AB in F ^albiren wirb. 

aSeweiö. 3lai) §. 232 ifl 

CA 'DB ' 

Serner ijl na^ §. 205 auö ber Sonjhuction 

MC : CA ^ MD: DB, b.\.^:^ = l. 

Solglid^ auc^ 

BF : AP=l, b. i. BF = AP, w. j. b. lü. 

§. 234. 

$lttfga&f* 3u einer gegebenen geraben ßinie burc^ einen 
gegebenen ^unft eine parallele ju legen. 

M 

(Begeben: 

ßinie AB unb ^unft C. 

®efui^t: 

^araUefo SU AB bmij C. 
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Sonjlruction. SJlan trage auf ber gegebenen geraben ßinie 
AB einen ttjifffürlii^en %f)nl AF jweimal ab, AF = FB, Derbinbe 
A mit C bnxä) b\t gerabe 8inie AC, tvlx\)k in ber SBerlängerung 
biefer 8inie einen ^untt Üf, auS weltfern man bie (Strahlen MF 
unb MB jie^t, Derbinbe B mit C, lege burc^ ben ©(i^nittpunft E 
bie SranSDerfale -4£, totlijt MB in D ji^neibet, unb tnbliij bnxd) C 
unb D bie SranSDerfale ÖP, welche bie gefut^te parallele fein wirb. 

aSerüeie. 5rtac^ §. 232 ift 

CA' DB^^^'^'^' 

ferner ifl na^ ber ßonflruction 

BF=AF,b.\.BF:AF=l. 

fjolglic^ au^ 

^: ^= i, b. \. MC : CA = MD : DB, 

tint) bataud folgt nac^ §. 209 

CD II iiB, tt). j. b, lü. 

§. 235. 

Sel^rfa^. 5Die SranSDerfalcn au8 btn brei ©dPpunften 
eine« SDtrtedPe naä) btn aJlitten ber gegcnüberliegenben 
(Seiten bur^f^neiben fid^ in ©Inern fünfte. 

S3orau<fej}ung: 

i?P = I>C 
^JB = EC. 

Jolgetung: 

l^F ^^ AD, BE, CF ge^cn bur^ ©inen ^unW. 

Sem ei«, ©ö fei e ber ©urc^fd^nittspunft ber beiben ÄranS^ 
uerfalcn AD un& BE. gjlan jie^e CG unb verlängere biefe Sinie, 
W8 Pe bie ©fite ^B in B trif^. 

Oefefct nun, ber «punft H fatte ni(i^t mit ber 3rtitte F ber ©eite 
AB jufammen. Sffebann ^at man nati^ §. 232, inbem man C mie 
©tra^ienpunft anpeilt, 

91.91-BH.AH 
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CE CD 

?fber öermögc 5er aSorauöfefcung ijl — = 1 unb ^ = */ folfl- 

lii) aucb 

BH:AH=i, b. i. BB = ÄH, 

unb bicfeö mibcrftjric^t ber SSorauSfefcung i4F = FB, 

Der SBiberfpruc^ l^ört nur auf, wenn H mit F jufammenfättt. 

§fIfo gelten bie brei S^ranöüerfalen AD, BE unb CF bur(i^ benfelben 

^unft G, lü. j. b. lü. 

?fnmerfung. Die Dier fünfte beS DreiedPS, xotXijt in ben 
§§. 183, 184, 186 unb 235 nat^gewiefen »orben fxnb, werben bie 
Dier merfmürbigen fünfte beö DreiedPö genannt. 

§. 236. 

@rflarung. 95iet fünfte einet getaben ßinie tperben 
l^arntonif^c §)unfte genannt, n?enn fie biefe gerabe 
Sinie fo jerlegen, ha^ ber erjle %\)ni jum jn?eiten fld^ t?ets: 
l^dlt, n?ie bie ganje ßinie jum britten S^^eit. 

56er erjle unb britte §)unft, fo n?ie ber jtt^eite unb vierte 
§)unft n?erben einanber jugeorbnete fünfte genannt. 

»*9- ^^^- ©0 fmb in gig. 150 bie «punfte A, F, 

A F^~"5 G ^f ^ ^'^ ^armonifc^e fünfte, hjenn bie 

Proportion fiattfinbet 
AF:FB= AG : GB. 
Die fünfte A unb B, foirie F unb G jxnb einanber jugeorbnete 
fünfte. 

2Jlan fann AB trie eine gegebene Sinie anfeilen, wel^e bur^ ben 
inneren S^eilpunft F in bem SBer^ältniffe AF : FB, unb burc^ ben 
äußeren S^eilpunft G in bem gleid^en SSer^ältniffe AG : GB get^eilt 
ijl. Denn bie ©leid^fcfeung biefer SSerl^äftnijfe giebt h3ieber bie 
obige Proportion. 

2Jlan fann aber aud) FG irie eine gegebene Sinie anfeilen, welche 
bmä) ben inneren S^^eilpunft B in bem SSer^ältnijfe GB : BF, unb 
burd^ bzn äußeren Sfjeilpunft A in bem gleichen SBer^ältnijfe GA : AF 
get^eilt ijl. Denn bie ©Ici^fefcung biefer aSer^filtnijfe giebt 

GB:BF=GA:AF 
unb ^ierauö entfpringt burd^ SSertauft^ung ber äußeren ©lieber 
unter einanber (?frit^metif §. 150) toieber bie obige ^oportion. 
9la(^ §. 215 läßt ^ä) oon Dier ^armonifc^en fünften überbieS 
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no(^ auSfagen, bai^ ftc eine gerate ßinie fo jerlegen, ba^ baB 
fStti)ted aus btn äußeren Steilen gleit^ betn Stet^tedt auS ber gattjen 
ßinie unb bem mittleren ^l^eile mirb. 3)enn bie Proportion 

AP:FB = AG: GB 
giebt 

[izi ^F . Ö5 = cm ilö . FB. 

35er mittlere S^eil ijl immer Heiner alö jeber ber beiben äußeren 
Steile. 

?fnmerfung. 35er 3ufammen^ang ber ^armonif^en fünfte 

mit ber ^armonifd^en Proportion (§frit^m. §. 155) ijl folgenber: 

2)ie Proportion 

AF:FB = AG : GB 

fann man nac^ WxQ. 150 aud^ [^reiben 

(AG — FG) : (FG — BG) = AG : BG] 
unb wenn man bie Sinien AG, FG, BG bnxä) einerlei ©inl^eit 
gcmejfen nnb in 3a^Ien auSgebrüät annimmt, fo erfennt man ^ier 
unmittelbar eine jlettge ^armonifc^e Proportion jirifc^en btn brei 
©fiebern AG, FG unb BG, 

§. «37. 

^ufgaBr 3u brei gegebenen fünften ben t)ietten ^at^ 
monifd^en ^unft ju finben- 

S)er gefugte ^unft fann ein innerer ober ein äußerer fein, unb 
ba^er jtnb jirei ?5äIIe ju betraci^ten. 

Stfl. 151. 

M 

1) ©cgeben A, B, G. 
c/ fl ©efud^t F. 




2) (Segeben A, F, B, 
®efu(^t G. 

AT F B Q 

Sonflruction. 1) 2fu§ bem miHfürlic^ gewä^en fünfte Jf 
jie^e man bie beiben (Strahlen ^A unb MB, fc^neibe biefelben auS 
G burc^ bie SranSöerfale CT), jie^e AD unb BC, unb burd^ ben 
3)urd^d^nitt8punft E biefer beiben ßinien ben @tra^I MF,, welcher 
fcen zf!\\xi)\m ^untt F ergiebt. 



1 

* 

1 
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2) ^uS btm tomüxlid) Qzto&fjlttn fünfte Jf jie^e man bit bxA 
©trauten MA, MF unb MB, fi^neibe bic btiben crjbn au8 D fcurd^ 
bie £ran6t7erfa(e £C unb bie beiben testen au8 il bur^ bit /Stand« 
Derfalc EP, unb jic^e CD, trclc^e Sinic Dcriängcrt ben gefüllten 
^unft G ergicbt. 

aSeiüciö. SStai) §. 232 ijl 

MD MC 



unb na(^ §. 231 



folglid^ 



DB • C^^"*^-*^ 



MD MC ^ . ^^ 



AF:FB=:AG: GB, 

tt). }. b. tu. 

(Determination. ®er gegebene '^unft F in 2) barf nic^t 
in ber SOlitte Don AB liegen. (Denn menn biefer Uall eintritt, fo 
entjle^t bie Sigur 148, §. 234, unb ein ^unft G fommt nid^t ju 
©tanbe. 

§. 238. 

@rf ISrung. aSier ©trauten eine« ©tra^Ienfpftemö tperben 
^atmunif^e ©tral^len genannt, n?enn pe btrrd^ t)\tt 
l^armonifd^e fünfte gelten. 

®er etjie unb britte ©tra^I, fo n?ie ber jtpeite unb Diette 
©tra^t n?erben einanber jugeorbnete ©trauten genannt 

§. 239. 

Sel^rfa^. 3e5e Sranötjerfate, meiere biirc^ Dier ^armo^ 
nifc^e ©tral^Ien gel^t, tpirb burd^ biefelben in öier ^armo- 
nifc^en §)unften gef Quitten. 



gig. 162. 

M 




/n\ 


SBorauffrjiung: 


/J^rf\ 


AF:FB = AG : GB. 


g^^^y /^. U 


ffolgerrnng: 


/ / / \^ 


CB:HD = CI: ID. 
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aScweiö. 3xtf)t man bnxä) C eine ^ranöDerfale CL\\AG, fo 
folßt aus §. 210 Sfnm.; ba^ bxt ?f6f4nitte ber Sranöüerfale CL 
unter fic^ biefelbe Proportion bitten, toie bie gleic^Iiegenben ^b^ 
fi^nitte Don AG. skan ^t ölfb in ??ofge ber SSorauSfefcung 

CK:KE = CL: LE, b. i. § = ^• 

?5erner ijl auö §. 231, inbem man C irie (Stra^Ienpunft anfie^, 



unb ebenfo 



'^:'^^EM:DM, 



%:^=.EM:DM; 



ID ' LE 

unb ba in biefcn beiben Proportionen baQ Jtüeite, britte unb üierte 
©lieb bejie^ungöweife gleid^ finb, fo muffen anäj bie SfnfangSglieber 
flleid^ fein 5 ober eö ijl 



W'^W'^- '• ^B:HD=:=CI: ID, 



tc. }. i. vo. 



§. 240. 

Sfl^rfa^* Sebe SranSbcrfale, ml6)t einem t)on biet ^ar^ 
monifc^en (Straften parallel x% tvixb buxä) ben i^m juge: 
ordneten ©ttal^t in jn^ei gleiche Steile getl^eift. 

8ifl. 158. 



M 




F B ^ 



$Borau<fe|}ung: 

AF : FB = AG: GB, 

CD II AM. 

Solgetung: 
CE — ED. 



SBeroeiö. ßegt man burc^ ben ^unft E eine beliebige ^ranö* 
üerfale HK burc^ bie üier ©trauten, fo ijl nac^ bem Dorigen 
ße^rfafce 

HI:IE = HK: KE. 

Serner ifi nac^ §. 210, inbem man / ttjie ©tral^Ienpunft anfielt, 

HI : IE = HM: CE 
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unb cbenfo, mbtm man K voit @tral^Ifnt)unft anjtc^t, 

HK:KE==HM: ED. 
hieraus fdjlieft man mit Slütfjtti^t auf 5ic obige ^oportion, ia^ 

EM.CE^ EM : ED, 

folfllit^ ijt 

CE = ED, 

to, }. i. tv, 

Sfnmerfung. 2)iefer ße^rfafe tann anäj umgefe^rt werben, unb 
liefert in biefer ©ejtalt eine jireite Sfuflöfung ber Sfufgabe §. 237, 
ttjcldje inbeffen ^ier übergangen mirb. 



Der firm in einem <9tral)lenfi|^m. 

§. 241. 

Sel^rfa^. SBenn jtDei ©trauten einen Äreiö fci^neiben, 
fo bilben bie tJier Sfbfc^nitte ber ©trauten eine ^roportton, 
beren innere ©lieber bie Sfbfd^nitte beS einen (Stral^td unb 
beren äußere ©lieber bie ^(bf^nitte bed anbtxtn ©tra^Iö jinb. 

Ober: :J)a8 Sle^tecf au8 btn 5fbf(i^nittcn beS einen ©tra^IS ijl 
gleit^ bcm 3tec^tedP au8 bcn Sfbfti^nittcn be8 auberen (Strahls. 

gifl. 164. Sig. 166. 

SBorau^fftung: 

AB, CD fxnb ©emnten. 

Solgrrutig: 

MA:MC = MD: MB 

ober nnMC.MD 

= nnMA. ÜB. 

93 cm ei 8. SWan jie^e bie Seinen AD unb BC, 3)aburc^ ent* 
jlel)en jroei J)reiedPe MAD unb MBC, in benen man t;at 

^ AMD = ^ BMC, 

^MDA = ^MBC (na(^ §. 176). 

mQliä) ijt au8 §. 220 

A MAD CSD A MBC, 

unb barauS nti^ §. 217 

MA:MC = MD: MB, 



4 
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irofür man md) §. 215 anäj fcfeen fann 

ni2MC.MD=nZiMA. MB, 

ir. j. b. tv, 

35er SSeireiö bleibt berfelbe, ber @tra^(enpunft M mag außerhalb 
(gig. 154) ober innerhalb (Sifl. 155) beö Ä^reifeS liegen. 

§. 242. 

Sel^rfa^. SBcnn jn?ei ©trauten einen ÄreiS treffen, t)on 
bentn ber eine S^angente be6 Äreifeö ift, fo ijl bie Tangente 
mittlere proportionale iiüifd^en ben §(bfd)nitten ber ©ecante. 

Dber: DaS Cluabrat über ber Sangente ijl glei(^ bem Stet^tedt 
axiB ben 5fbft!^nitten ber ©ecante. 

8ifl. 166, 

S3orau<fej}ung: 

MC ijl eine S^angente. 

MA:MC=^MC: MB 

ober D JlfC = c=] Jtf^ . MB. 

©eweiS. SJlan jie^e bie (Seltnen AC unb BC. Daburd^ ents» 
jle^en jwei (Dreiedte MAC unb MBC, in benen man ^at 

^ i4ÄC = ^ BMC, 

Z.MCA = Z ^^(^ (»«^ §. 176). 
Solgfit^ ijl au8 §. 220 

A MAC (X) A MBC, 
unb barauö folgt nac^ §.217 

MA:MC = MC: MB, 

wofür man nac^ §. 215 auc^ fefeen fann 

D MC=nZiMA. MB, 
tu, j. b. tt)« 

§. 243. 

Sel^rfa^. SBenn jtDei (Strahlen einen ÄreiS treffen, \>on 
benen ber eine $dtfte einer @e^ne ifl, fo ift bie l^albe 
(Seltne mittlere proportionale jtpifc^en ben Sfbfd^nitttn ber 
anberen (Seltne. 
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Ober: ^ad Huabrat ü6er btt ffcXbtn @e§ne ifl gleich 5em 
9tti)ttd aud ben ^bfd^nitten btt anbeten @e^ne. 

«tfl. 167. 

lBorau0fe|ung: 
JfC = I CD. 

Solflerung: 

MA:MC = MC: MB 

ober D JtfC= IZD ilfil . Äi?. 

»emeiS. ^ad) §. 241 ^at man 

MA:MC = MD: MB. 
Sfber nat^ ber SBorauSfefcung ift MC = MD'^ folglich aud^ 

MA:MC = MC: MB 
ober nac^ §. 215 

D Jtf C = LH] Jlf il . iW, 
tu. j. b. lt. 




§. 244. 

Sel^tfa^* SBenn man in einem red^toinfeßgen SDreiedPe 
aus bem @c^eitetpunfte beS rechten SBinfelö ein ^er^^en^ 
bifel auf bU ^^potenufe fättt, fo ifl jebe ^at^ete biefe« 
©reiecEs mittlere proportionale jtt?ifc^en ber ^^^^otenufe 
unb btm antiegenben Sfbf^nitte ber ^^potenufe. 

Dbcr: ®a8 Duabrat über jeber Ä^at^cte ijl gteic^ bem Stec^tedf 
au8 ber §^potcnufe unb bem anliegenbcn Sfbf(^nittc ber ^^potenuff. 

$Borau<fe|ung: 

Z AGB = % 

CD JL AB. 

Folgerung: 
AB.AC^AC: AD 
ober U AC=z:3AB , AD. 

93eireiS. SWan confhruire einen bem re^twinfeligen S>reieA 
CDB umft^riebenen Ärei8, beffen aJlittelpunft nac^ §. 183 in bie 
mtfe von BC ^aViZn roirb. SttSbauu i^ AC Slangente biefeö 
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Greifes (§. 143) unb AB ©ecante beSfelben (§. 144)5 folglid) ^at 
man naij §. 242 

ober 

a AC=CZi AB . AD, 

tu. j. b. tt>. 

§ätte man ebenfo bem re(^ttt>infeligen 3)reiedfe ilPC einen ^reie 
umf^rieben, fo trürbe man auf bemfetben SBege gefunben ^aben 

AB:CB = CB: DB 

ober 

DCB = nZ}AB . DB, 

womit berfetbe ße^rfafe no^ einmal au8gefpro(^en ift. 

Sfnmerfung. Sfu8 biefem ße^rfafee fann ber Se^rfa^ be8 
^^t^agoraö neu betriefen trerben. 2Jlan \)at nämtic^ 

aAC=CI]AB .AD 
DCB=[ZJAB .DB 

unb barauö trirb burc^ 9fbbition 

1 nAC-^DCB^njAB.AD + nZ^AB.DB. 

9tun fönnen aber bie Sle^tetfe nj AB . AD unb HD AB . DB 
leidet abbirt trerben, inbem man jie mit einer gleiten @eite jt^ 
an einanber gefegt benft. *2ff8bann erhält man 

CZ2 AB . AD + {Z3AB .DB=D AB, 

folglich iP 

D AC+nCB = n AB, 
ID. j. b. tu. 



§. 245. 

Sel^rfa^. SBenn man in einem red^tirinfeligen JDreiedEe 
<au8 6em (Sd^eitelpunfte be6 redeten 3Binfel6 ein ^erpen^ 
*lfet auf bie ^^potenufe fättt, fo ift biefe6 ^erpenbifel 
"»nitttere §)roportionaIe jirifd^en ben beiben ^(bfd^nitten ber 
-^t)potenufc. 

Ober: ®a6 Cluabrat über bem ^erpenbifet ift fttcidi &e«iStt*^t^4 
-ouS ben itiben ^bfc^nitten ber ©^potenu^t, 

mttßrin'i mmu^SRat^matit. I. «6. 2. «bt^tg. W 
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$8orau<fr|^ung: 

CD ± AB. 

Jolflfrunfl; 

AD : CD = CD: BD 

ober DCD=CZ}AD. BD. 



©erociö. 9Jlan confhuire einen bem ret^ttrinfeligen X)reietfe 

ABC umfdjriebenen ÄreiS, beffen SMittelpunft mäj §. 183 in bie 

gjlitte Don AB fatten mirb. SflSbann iji CD Raffte einer ©e^ne 

CE (§. 151), folglit^ l}at man mä) §. 243 

AD : CD = CD: BD 

ober 

DCD=n3AD .BD 

m. j. b. m. 

^Tnmerfnng. 3)ie beiben üorfte^enbe« ße^rfäfee fönnen mic^ 
•al8 ße^rfäfee oom Greife au8gefpro(^en werben, nämfi^ an Sig. 159 
wie folgt: 

§. 244. S)ie ©e^ne AC iji mittlere proportionale jiüifd^n bem 
J)ur(^meffer -4B unb bem anliegenben Sfbfd^nitte AD b^ö 3)urc^mcffer8. 

§. 245. 3)a8 ^erpenbifel CD iji mittlere proportionale jtDifi^en 
ben beiben ?f6f(^nitten AD unb BD beö J)ur(^meifer0. 

§. 246. 

ße|rfa^ be6 ^toferaäuS. 3n jebem eingefci^riefeenen 
SSiererfe i^ baS Sled^tedE axi^ ben beiben diagonalen gteid^ 
ber Summe ber, Sled^terfe au6 btn einanber gegenüber- 
üegenben ©eiten. 
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$Borau<fe|^und: 

ABCD ein eingefi^riebeneS SSiereif. 

Folgerung: 
AC .BD = C3AB .CD+njAD. BC. 
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S5ett>ei9. 2Jlau jie^e au8 einem ®dfpunfte A bie Sinie AE fo, 
ba^ ^ BAE = Z, J>äC wirb. «flSbanii [;at man 

^ BAE = ^ Pi4(7 nac^ ber gonfhuction 
Z^ABE = Z ACD mä) §. 176, 
folßli^ m6) §. 220 

A ABE CV) A ACD 

unb barauö nai §. 217 

AB:AC = BE: CD, 

b. i. naä) §. 215 

izzi yic . jjjb = cm -4Ä . cp. (1.) 

©benfo ^at man 

^ DAE = ^ Ä.4C na^ ber Sonfhuction 
^ ^E = ^ .4CJ? na* §. 176 
unb baxau^ mie üor^in 

A ADE CX) A -4CJ? 
.4P : AC = DE: BC 

cm ^c . PJB = cm ^D . ÄC (2.) 

SBenn man nun bie ©lei^ungen (1) unb (2) abbirt unb babei 
beamtet, ba^ CD AC . BE unb cm AC . DE jur ©umme geben 
cm AC . BD, fo folgt 

CD AC . BD = cn AB , CD -{- HD AD . BC, 
tt). {. b. tt). 

Sfnmerfung. !J)iefen ßetjrfafe i)at juerft ber Sfjhonom ^tote== 
mäu8 ju Sflepanbria um 150 nad) S. ®. in feinem Sflmageji (in 
ber Trigonometrie trirb baDon weiter bie Siebe fein) gegeben unb 
jur 83ere(^nung feiner trigonometrifc^en Safein angewanbt. 

SJlan fann au8 biefem ©afee trieberum btn ße^rfafe be8 ^t)tf)a^ 
floraö neu betreifen. Sn biefem 3it>edfe ^at man nämlit^ nur 
n&t^ig, ba9 eingef(^rie6ene SSieretf ABCD al8 9lec^tedf üorauSjufe^en, 
tüomit fotüo^l bie gegenüberliegenben ©eiten al9 axiij bie 3)iago= 
italen beöfelben bejie^ungöweife gleidj gro^ werben. 

§. 247. 

Aufgabe* 3u jtrei gegebenen Sinien bie mittlere ^ro:= 
pottionalt ju flnben. 

Dber: ®in gegebenes Steckte* in ein Cluabrat ju Derwanbeln. 
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»ig. 161. 

jVI A^ ©fflebrn: 

P Q MN, PQ. 



X- 



XY, fo baß ilfi\r: jr= xr : PQ 
ober D xr = [=] if iV . F^. 




Da bie mittlere proportionale enttreber Sangente (§. 242, 244) 
ober ^albe ©e^ne (§. 243, 245) fein fann, fo fmb jtrei ?fuf:= 
löfun^ien mögtii^. 

Srfte Sonjiruction. SJlan trage bie beiben gegebenen geraben 
ßinien AB = MN unb AC = PQ au0 einerlei fünfte A auf ein:: 

anber ab, conjkuire über ber größeren 
berfelben, AB, al8 Durc^meffer, einen 
^albfreiö, erri(^te in bem ^imfte C ein 
^erpenbifel CD, welches biefen ^albfreiö 
in D trifft, unb jie^e AD. Sffebann ifl 
AD bie gefuc^te mittlere proportionale 
ju AB unb AC. 

3um S3ett>eife jie^e man BD, unb tt>enbe bie §§. 68 unb 
244 an. 

3treite Sonjlruction. SJlan trage bie beiben gegebenen 

geraben ßinien AB = MN unb AC=P(f 
au8 einerlei fünfte A nat^ Derf(^iebenetr 
©eiten auf einer geraben ßinie ob, ton^ 
jlruire über CB, M ©ur^meffer, einen- 
§albfrei8, unb erriete in bem ^unftr 
^5 A ein ^erpenbifet AD, trelc^eS bicfem 
§albfrei8 in D trifft. ?«9bann ifl AI? 
bie gefuc^te mittlere proportionale ju AB unb AC. 

3um S3etüeife jie^e man BD unb CD, unb wenbe bie §§. 68 
unb 245 an. 

Sfnmerfung 1. 3)ie ?fufgabe: ®in gegebenes Slet^tedP in ein 
Cluabrat ju Dertüanbeln, iff f(^on im §. 129 jur Sfuflöfung ge* 
fommen, unb eö iji ni^t ferner ju erfennen, ba^ bie ^ier gegebene 
erfie Sonffruction mit ber obigen Wuflöfung biefer Sfufgabe im 
SBefentfit^en jufammenfftllt. 
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SBenn bie bciben gegebenen Sinien in 3a^Ien gegeben jinb 
(§. 197), fo finbet man i^re mittlere proportionale burc^ Slel^nung 
na^ Sfrit^m. §. 153. Denn fefet man MN = a, PO = b, unb 
bie Unbefannte XY = a?, fo mirb 

a : X = X : b 
unb barauS 

X = ynF, 

!J)er Dorfte^enbe ^aragrap^ töjl bemna(^ auf boppelte SBeife bie 
Sfufgabe, eine Cluabrattüurjel geometrifc^ barjujlellen. Sfniüenbungen 
^ierüon finbet man in btn §§. 191 unb 193 ber 9frit^metif. 

Wnmerfung 2. 2fuf ä^ntidje SBeife iji bie Sfufgabe ju be- 
^anbeln: 3ii jtrei gegebenen Sinien bie britte proportionale ju 
finben, ober: ©in gegebenes Cluabrat in ein 9led)tedf ju oertranbeln, 
beflfen ©ninblinie (ober §ö^e) gegeben ifl. ^an fann babei trieber 
bie beiben üorftetjenben giguren benufeen, in benen jeboc^ AB unb 
AD, ober AC unb AD wie bie gegebenen Sinien angenommen 
werben muffen. 

SBenn bie beiben gegebenen Sinien in 3a^len gegeben jinb, fo 

finbet man i^re britte proportionale buxij Äec^nung nad) 9frit[)metif 

§. 152. 3)enn jinb a unb b bie beiben gegebenen ßinien unb be=: 

jeic^net man mit x bie gefuc^te britte proportionale berfelben, 

fo ^at man 

a : b = b : X 

unb barauö 

iV = — 
a 

SBeifpiet (axi^ einem inbifc^'en Jftec^enbut^e). 9fuf einem ©ee 
f(^tranfte bie Stütze einer SBafferlitie eine (Spanne über bem 
SBajf erfpiegel , unb trenn fie burd) einen fanften 3ep^t;r betregt 
lüurbe, fanf fie in fünf Spannen Entfernung inö SBaffer. SBie 
tief trar ber See? 

2fnttrort: 12 (Spannen. 

§. 248. 

@rf (arung* gine ßinie ^eif t nai) jlctiger^ropot:: 
tion get^eilt, trenn ber größere Sfbfc^nitt berfelben mittlere 
proportionale jirifd^en ber ganien Sinie unb bm Reineren 
?C6fc^nitte ift. 
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Ober: SBcnn 5a8 Guabrat über bem größeren 9fbf(^nitte gleich 
bem 3le(^tetf au8 bcr ganjeu ginie unb bem Heineren Sfbft^nitte ijl. 

3)iefe Stellung, welche ft(^ f^on bei (guflibeö finbet, trurbe im 
aJlittelatter mit befonberer SSorliebe betjanbelt, »o man jie bie 
Sectio aurea ober ben golbenen ©c^nitt nannte. 

Sfnmerfung. 3eifing ^at ba^ SBerbienjl, juerjl nat^gewiefen 
ju ^aben, baj^ ber golbene ®(^nitt eine ©runbregel ber 3fefK;etif 
bilbet unb ber mannigfaltigjlen Sfntüenbungen im ®ebiete ber 
ft^önen Äünfte fä^ig ifl. !35er menf(^Iic^e Körper erf(^eint nati^ 
jietiger Proportion get^eilt (j. 93. bie ganje Sänge be8 Körpers 
tüirb burc^ bie Saide nad) biefem ©efefee gettjeilt u. f. tu.); unb 
bie ^leibung fä^rt naä) bemfelben ©efefee fort ju tfjeilen, wenn 
i^re SSer^ättniffe auf ba^ ^räbicat „fc^ön'' Sfnfpruc^ ma^en follen. 
3n ber Sfrt^itectur, in bem SBau ber SJlöbeln, ber Srtonumente 2c. 
berufen alle fdjönen SSer^ältnijfe auf ber S^eilung nacb ftetiger 
Proportion. 35a9 gormat ber 93üc^er, ber ©emälbe, ber Srief^ 
couüertö, SBijitenfarten, S3anfnoten 2c. maijt bem Sfuge einen ge- 
fälligen (ginbrutf, trenn bie S3reite au8 ber Sänge burci^ Stellung 
nac^ jietiger Proportion abgeleitet tüerben fann. — 3>iefe SSeifpiele 
lajfen fu^ leitet Dermet^ren (f. bie @^rift beö SSerfafferö: !J)er 
golbene ©(^nitt unb bie ?fnroenbung beöfelben in ber Ä'unjl, 
^anuoüer 1874). 

§. 249. 

ße|rfa^- SSBenn eine Sinie na^ ftetiger Proportion ge:= 
t^eilt ifl, unb man bm fteineren Sfbf^nitt berfelben auf 
fcem größeren abträgt, fo n?ir6 ber lefetere glei^fatte na^ 
fletiger Proportion get^eilt. 

SBoraudfejjung: 

»»fl- ^^^' AD:AC = ÄC: CD 

E C AE = CD. 

A 1 \ D 



Jolgerung: 
AC:AE = AEh EC. 

aSetoeiö. ?ru8 ber Proportion 

AD:AC=AC:CD 

folgt mä) §. 150 (10) ber Sfrit^metif 

(AD — AC) : AC = (AC — CD") \ CD. 
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?f6cr in Solge btv SBorauSfefeung ijl 

-4P — AC=AE, AC — CD = EC, CD = AE, 
unb hm&i bie ©ubjHtution bicfcr SBcrt^e üertranbelt ft^ bie 
öorige Proportion in 

AE:AC = EC: AE 

ober burt^ SBcrtauf^ung ber äußeren ©lieber mit i)tn inneren 

AC:AE = AE: EC, 

tu. j. b. tt). 

Sfnmerfung. SJlan fann au(^ umgefe^rt fagen: SBenn eine 
na&i jietiger Proportion get^eitte ßinie um i^ren größeren Sfbfdjnitt 
verlängert wirb, fo entjle^t tüieber eine wa&j jietiger Proportion 
get^eilte ßinie. @a laffen ji^ bemna^ auS einer gegebenen nac^ 
jietiger Proportion get^eilten ßinie unjä^Iige anbere ßinien oon 
berfdben SSef^affen^eit ableiten, fotroljl bur^ Sfbtragen beö Heineren 
9fbf(^nittS auf bem größeren, al8 awi) burc^ SBertängern ber ganjen 
ßinie um ben größeren ?fbfd&nitt. 



§. 250. 

Aufgabe* Sine gegebene gerabe ßinie nad^ fletiger 
Proportion ju t^ eilen. 

ssi« ifiR (Segeben: 

ßuue AB. 
X 
Ar i B ®efu(Jt: 

^unft X, fo baß 4ä : ilX = 4X : XJ?. 

!Da bie mittlere proportionale entmeber Sangente (§. 242) ober 
Ijalbe ©e^ne (§. 243) fein fann, fo fmb jmei 5fuf[öfungen möglit^. 

®rjie Sonjiruction. SMan errichte in einem gnbpunfte B 
gfg. 166^ ber gegebenen ^inie AB ein ^erpenbifel 

BC = \ AB, confhuire auS C alö SWitteU 
punft mit CB al8 §albmeffer einen itreiS, 
fd^neibe biefen ^reiS au8 A bur^ bie 
©ecante AD, unb trage AE au8 A auf 
ber gegebenen ßinie AB a^), bis F. Sflö«: 
fcann iji F ber gefut^te S^eifpunft, ober e8 iji 




168 



9)Iantmftne. 



AB:AP = AF:FB. 

fflemeie. Slac^ §. 242 ip 

AD:AB = AB:AE 

ober anä^, ba nac^ ber Sonftruction AB = ED iji, 

AD : ED = ED: AE, 

b. i. bic Sinie AD ijl im fünfte £ nai) ftetigcr Proportion gcs^ 
t^eitt unb bie 8inic i4J? ijl bent größeren Sfbf(^nitte berfelben gleid). 
SBenn man alfo AE auf AB abträgt, fo muß nat^ bem Dorigeu 
^aragrap^ auc^ AB mä) jletiger Proportion get^eilt werben, 
tt). j. b. tt). 

3it)eite Sonftruction. 

Sig. 167. 

i7 



9Jlan erriete in einem Snbpunftc 
B ber gegebenen Sinie AB ein 
^erpenbifet BC = i45, Derbinbe 
C mit ber aJlltte.D Don AB 
bnxij bie gerabe 8inie CD, con== 
fhuire au8 /> al8 SOlittelpunft 
mit Z)C als §albmeffer einen 
Ä^reiebogen, trelc^er bie SSer^ 
längerung üon AB in E fc^nei^ 

bet, unb trage AE au9 A auf ber gegebenen ßinie AB ab, biö F. 

Sftebann ijl F ber gefuc^te 3:^eilpunft, ober e8 ijl 

AB : AF = AF : FB, 

S3eroei8. 2Jlan Dottenbe ben §albfrei8 bis G, maij §. 243 ifl 

EB:BC = BC: BG 
ober auc^, ba na^ ber Sonfhuction BC == 4Ä unb -ßG = AE iff, 

EB:AB = AB: AE 
b. ^. bie ginie JBÄ ijl im fünfte A nac^ jletiger Proportion getr;ei[t 
unb bie Sinie AB ijl ber größere Sfbf^nitt berfelben. SBenn man 
alfo AE auf AB abträgt, fo muß na^ bem Dorigen ^aragrap^ 
axiij AB x\ai) jletiger Proportion get^eilt trerben, tt>. }. b. tt). 

S(nmerfung 1. J)ie oorjle[)enben beiben gonfhuctionen löfen 
juglei^ bie Sfufgabe: (Sine gegebene gerabe 8inie fo ju üertängern, 
bal fie ber größere Sfbfc^nitt ber mij jletiger Proportion get^eilten 
neuen Sinie tt>irb. 3n beiben Figuren ifl AE bie gefu(^te aSer:^ 
längerung t)on AB, unb ber «punft F faßt für biefen 3tt>e* al% 
unnöt^ig ^intüeg. 
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Sfntnerfuug 2. SBenu bie gegebene gerabe ßinie buxij eine 
3a^I gegeben ift, fo laft ft^ bie S^eilung wai) jletiger Proportion 
auäj bnrc^ 9le(^nung ausführen. ®8 fei gegeben AB = a, unb 
ber gefndjte größere ?fbf(^nitt AX=x. ?fl8bann mnß bie ^ros= 
|3ortion jiattfinben 

woran8 na(^ ?(rit[)metif §. 259 folgt 

• ^ = -f±TK5r 

Sa aber a? nic^t negatiü trerben barf, fo muß Don bem boppcitcn 
83orjei(^en nur hal obere beibehalten trerben, unb man ^at alfo 

* = |(K5'-l). (t.) 

SBenu tüie in 9fnm. 1 bie Sfufgabe üorliegt, eine gegebene gerabe 

ßinie a fo ju Derlängern, baß jie ber größere Sfbfdjnitt ber nac^ 

jletiger Proportion get^eilten neuen Sinie x tcixh, fo muß bie 

Proportion jiattfinben 

X : a = a: (x — d), 
woraus folgt 

^ = 1(1 +K5y. (2.) 

?fuf fünf Secimaljleacn ijl 

\ (K^— 1) = 0,61803 unb i (1 + K5) = 1,61803. 
3)ie SBert^e Don a? in (1) unb (2) ftnb irrational, unb mithin 
fann bie S^eilung wai) jlctiger Proportion bur^ ganje 3at)len 
unb S3rü(^e nic^t mit DoIIfommener ©c^ärfe au8gefül)rt n^erben. 
SBiff man eine angenäfjertc 9fuf(öfung, fo bilbc man bie folgenbe 
fftei^e Don 3aI)Ien, in meldjer jebe glei^ ber (Summe ber beiben 
Dor^erge^enben ijl: 

1, 2; 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . • . . 
3n biefer Jftei^e jlellen jebe brei auf einanber folgenbe Ballen 
(j. 83. 5, 8, 13) angenähert bie S^eilung einer Sinie nac^ jtetigcr 
Proportion bar, unb ymcvc mit bejlo größerer ^Tnnäljerung, je 
weiter biefe 3a^len Dom 9fnfange ber Steige entfernt fmb. 3)er 
fBetreiS, welcher auf ber S^eorie ber Ä^cttenbrüc^e berufjet, fann 
l^ier nic^t gegeben werben (f. 9fnatl)fi8 §. 125). 

§. 250a. 

ßel^rfa^. SBenn man in einem gleic^fd^enfeligen S^rapej, 
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bcffcn f teilte ^arattele qUO) \tbtx 6er Reiben nid^t i^arattelen 
(Setten unb beflfen gro^e ^araffele glrid^ jeber 6er fteibeti 
SJiagonalen i% 6ie fteine ^araffeCe auf 6er grof en abträgt, 
fo n?ir6 6lefe mi) lietiger Proportion get^tt unb 6ie fteine 
^arattele ijl 6er größere §(bf^nitt 6erfeI6en. 

Sig. 167a. SBo rau«fe|^ung: 

D C DC\\AB 

DC = AD = BC 
AB = AC. 




Jolgrrung: 
A E B AB:DC=DC:{AB — Da). 

S3etrci8. ajlau jie^e CE || Z>4. §ier6ur(^ trirb bie «parattele 
Z>C auf AB abgetragen, nämli^ Don A bis E. 

?5erner fmb bie 3)reiedfe ^l-ßC unb CB£ gleic^f^enfelig unb ^aben 
btw SBinfet -ß, al8 3BinM an ber ©runbtinie, mit einanber gemein. 
Sfifo fmb auc^ bie SBinfet an ben ©pifeen biefer Dreiecfe gleic^ 
gro^, ober Z. ^^ = A ^^^/ ^"b ia man überbieö IfcA 
^ CAB = ^ ACE, fo Ijalbirt bie Sinie CE ben SBinfel ilCB. 
daraus folgt wa&j §. 212 

* ober ia AC=AB unb BC = AE ijl 

b. ^. bie 8inie AB mxb im fünfte E na(^ jletiger Proportion get^eitt. 

©ubflituirt man in biefer legten Proportion bie 3B«:t^e AE = DC 
unb EB = AB — DC, fo erhält man 

AB : DC= DC: (AB — DC) 

tc, j. b. to. 

«fnmerfung. Da bie 8inie C'E ben SBinM ACB ^albirt, fo 
folgt, ha^ Z CE5 = 2 Z C^5 = 2 ^ £C5, alfo = ^^1^^== 72« 
ijl, toorauö bie ®röfc ber übrigen SBinfel biefeS ^rapej jt^ Den 
felbjl ergicbt. 

SBic ein foIt^eS S^rapej confhuirt merben fann, barüber fe^e man 
itn @^Iuß ber Sfnmerfung 1 ju §. 252a. 

§. 251. 

8e|tfa^.S SBenn man bie ©eite eines regetw&figen ^t\)Xi^ 
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cdf6 auf bem $aI6mcffcr bc6 bcm 3e^ncdE umf^riebenen 
Reifes abträgt, fo n?lr6 biefer ^atbmeffcr nai) fletigcr 
Proportion gct^eilt unb ble (Seite be6 3e^nerf6 ijl ber größere 
Stbfd^initt beefelben. 



g!g. 168. 
<?^ F 




SBoraudfe^ung: 

Aß (Seite eines regelm. 3el)netf9, 
ifil = J!f5 §aI6m. 5. umfd^r. ÄreifeS. 

Jolgerung: 

MA:AB=:AB: {MA — .15). 



SSetreiö. ^ai) btt SBorauöfefeung ijl ^ AMB = 36o unb 
mithin Z. ^^^ = Z ^^^ = '^2«. SBenn man ferner Z. ^^^ 
bwxä) bie ginie BL in jmei gleiche S^fjeilc t^eilt, fo trirb Z ^^^ = 
Z ABL = 360 unb 2. ^^^ = 72«, folgli^ 

1) A ALB gleidif^enfeng, b. LAB = L5 

2) A MBL gleit^f^enfelig, b. i. LB = ML. 

a)arau8 folgt 

AB = ML 

b. ^. eö ijl burd) bicfe Sonjhuction bie ©eite AB auf bem ^alb^s 
tnejfer MA Don Jtf au8 bis L abgetragen. 

gerner ijl nat^ §. 212 

MB: AB = ML: LA, 

folgfxä) ani), toenn man Ijierin bie SBert^e MB = MA unb AB = ML 
fnbjlituirt, 

MA:ML = ML: LA 

b. f). ber §albmejfer MA mirb im fünfte L nac^ jletiger Proportion 
getbeilt. 

©ubjlituirt man in ber legten Proportion bie SBert^e ML = AB 
unb LA = MA — AB, fo erhält man 

MA:AB = AB:(MA'- AB), 
to. j. b. tD. 



172 



9)Iantmetnr. 



§. 252. 

'Aufgabe* 3n einen gegebenen ^rei6 ein tegetmäfigeö 
äe^nerf ju conjlruiren. 




®egr(en: 

MA als §aI6meffer. 

®efu(^t: 

AB alB ©eite be8 eingcfc^riebenen 
regelmäßigen 3e^nedP8. 



gonftruction. 9}lan tf^eile natfe §. 250 itn gegebenen ^aV^- 
meffer MA nac^ jtetiger Proportion. 3)er größere Sfbf(^nitt be§felbeu 
wirb fi^ als ©efjne je^nmal im Äreife abtragen laffen. 

!j)er S3etrei8 folgt au8 bem üorigen ^aragrap[;en. 



§. 252a. 

3ufa^* Sebem Greife fann bur^ geometrifc^t (Sonflruction 
ein regelmäßiges Sünferf, 3e^nerf, 3tt?an}igedE k. fon?o^I 
eingefc^rteben a(8 umfd^rieben n?erben. 

3)a6 cingef^riebene regelmäßige Sünfedf entftetjt au8 bem 3e^necf, 
inbem man in bem lefetereu einen um ben anbern ®dfpunft tüeg- 
läßt unb bie übrigbleibenben ®dCj3unfte burc^ (Seiten üerbinbet. 
3)ie übrigen regelmäßigen ^ot^gone ergeben fidj auf biefelbe SBeife 
mie im §. 193. 

Sfnmerfung 1. SBenn bieSfufgabe Dorgelegt träre: Über einer 
gegebenen ©eite AB ein regelmäßiges 3e^nedf jU confiruiren, fo 
würbe man nac^ bem in ber Sfnmerfung l ju §. 250 angejeigten 
SSerfa^ren ben ^albmcjfer MA, unb barauS ben SJlittelpunft M 
beS umf(^ricbenen £reife8 jU fuc^cn ^aben. 

SBenn ferner über einer gegebenen (Seite AB ein regelmäßiges 
Sünfetf ju conjlruiren ift, fo bitbe man ebenfo baS Dreietf MAB, 
unb ne^me itn ^unft M al8 britten gdfpunft beö günfetfs, ju 
tüelc^em ber üierte unb fünfte fobann leitet in bem bem Dreietfe 
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MAB umft^riebenen Äreife gefunben werben fönnen. !Denn ba ^ier 
^AMB = 36^ «Perip^erietrinfel mirb, fo ijl AB ©e^iie eineS 
ßentritüinfele Don 72®, mithin ©eite be8 eingef^riebenen regeU 
mäßigen günfetfS. 

SBirb in bem fo gefunbenen regelmäßigen SünfedEe ein ©tfpunft 
weggelaffen, fo ^at man wieber ba^ gleid^fc^enfelige Srapej §. 250a. 
2)a8 ©reietf MAB, WiQ. 168, ijl ibcntif(^ mit bem 3)reiedCe ABC, 
f5ig. 167a unb fann, an unb für ^ij betrachtet, al8 Sfuflöfung 
ber Sfufgabe angefe^en werben: Sin glei(^fd)enfelige8 (DreiedC ju 
conlkuiren, Jn weitem jeber SBinfel an ber ©rnnblinie boppelt fo 
groß als ber SBinfel an ber ©pifee ijl. 

Sfnmerfung 2. S3Jenn man auS einem fünfte einer gegebenen 
Ärei8:s^erit)^erie fowo^l bie ©eite beö eingefdjriebenen regelmäßigen 
©et^öetfö als aud} bie ©eite be8 eingefc^riebenen regelmäßigen 3e^n- 
erfS als ©e^nen abträgt unb bie Snbpunfte beiber bur^ eine neue 
©e^ne üerbinbet, fo ijl biefe bie ©eite be8 bemfetben Greife einge« 
ft^riebenen regelmäßigen ?5ünfjebnedE8. 3)enn e8 ijt V«— Vio=Vi5. 
?IRan \^at alfo bamit anij bie §ülfömittel, um einem jeben gegebenen 
Äreife ein regelmäßiges günfje^ned, alfo auc^ ein regelmäßiges 
35reißigedf, ©et^jigeif 2c. fowo^I einjuf^reiben als au^ ju um- 
fc^reiben. 

Hrr nnjängtr IHa^ab. 
§. 253. 
Aufgabe* ©inen Derjüngten SSJlaßflab ju jeid^nen. 

Sfuflöfung. ®in Derjüngter SDtaßjlab, weither auf bem 3ei(^en= 
papiere jum SJtejfen Don Sängen gebraucht wirb, §at im einfac^jlen 
galle bie folgenbe ©ejlalt. 

^ ^ 9 J? 20 so 4 6p 

^ C Ä 

Sns 8ängen==@inbeit wirb ^ier gewö^nli^ eine Stutze (») ober ein 
SJteter (*"), feltener ein guß (') ober ein 3off (") Derflanben. 

SBitt man auf biefem 2Raßjlabe j. 83. eine Sänge üon 27^* in 
ben 3irfel faffen, fo jlelle man bie eine 3irfelfj)ifee in 20 (A) unb 



6ie anbttt in 7 (B). 9(i6bniiii ifl ^C= 20* unb CB=^V, foIg= 
(i^ 6ie ittif^tn beii 6eibfii äitfdfijifetu nit^olttne fiöngt AB ^ 27°. 
SDiffer uetiüiigte äHa^ftat» genügt in ber giegtt nii^t, roril n: 
feine Untembttteilungm bet @iiiE)eit enthält. SOlan ^at btifjaü} 
bie bdbeii folgenbeii Siniii^tungen auSgebai^t, roel^c Untera^t^ri: 
tunflen bet Uin^eit [tefErn, o^ne biefe Sin^eit felbjl unmittelbut in 
gleite !£^eile jn jerlegeii. 



1) J)er SraneuerfalsaJtaJjlab. • 

SÜefer aRnffifl6 jerlegt iebe Stutze in 10 gteii^e Stjeilc ober 
gii^ (3)ecima[fii^). ©eine ginrii^tung ifi auS Sig. 170 fei^t ju 
erfeiuien. 3u bei einfinden Sinie, roeti^e in Sig. 169 borgefiefft 
ifl, finb ^iet 10 sparaHefen in unter jiife gteit^en, ti6rigen9 6elie6ig 
großen 9rbflänben gcjogen moiben; biefe parallelen rDerbeii von 
ben ^erpenbifttn — 0, 10 — 10, 20 — 20 !C. unb aiiferbem 
Bon bell SrnnBUerfnlen — 1, 1 — 2, 2 — 3 !C. burt^fi^nittni. 

gffl. 170. 



M 
^ 



SBiff man auf biefem aSla^jlabe j, S. eine Sänge Don 27* 6' 
in ben äirfel faffeii, fo fießf man in ber 6ten parallele bie eint 
3irfelfpi&e in baS sperpenbifel 20 — 20 (A) unb bie anbere in bie 
ÄranSperfale 7 — 8 (B). Wfebann ijl ^C=20°, »5 = 7° unb 
CD = 6', (iiadj §. 210), folgli* bie jroiftfjen ben beibrn 3irfel= 
fpifeen ent^nUene Sänge AB = 27" 6'. 

Um t(\B erbattene 9}?af unb jugleii^ bie ®ütt bcS £DlafftaE)eS 
ju priifeiT, bemerfe man ftc^ auf bem aRaffiabe bafl Stoppelte ber 
gtfiidjten Sänge, b. i. 55° 2', motauf bie gefunbene Birfelöffnung 
genau jrotimal muß abgetragen toerben tbnnen. 
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2) 2)eT Stoniuö obex SSeniicr. 

2)iefcr SJlaßflab jerlegt gleichfalls jebe {ftut^e in 10 gleid^e Steile 
ober ??u^. 3u bem ®nbe f^at man eine 8änge Don ' 9 Sin^eiten 
beS gjla^flabeö in 10 gicicfie Sljeile get^eilt, unb biefe 10 S^^cile 
auf einem ©triebet abgetragen, toelt^er längS bem 2Jlaßftabe beliebig 
üerf^oben toerben fann. Dicfer (Sdjieber ijl in gig. 171 jtiorimal 
gejeid^net, in A unb B. 3eber Streit beS ©iieberö entl^ält -jV 
einljeiten beS gjta^jlabeö. 

Jifl. 171. 

A B 

^'2468^ 9 I 4 (f 8 ^ 

' l'i'iV|'^'H|MM|MM,MM|uU'|'l'Mr)'l'NI-| 



10 IS 20 JS 80 35 40 

SBia man auf biefcm SJlaßflabe j. 93. eine Sänge Don 27° 6' 
faffen, fo bringe man btn 91oniu8 (b. i). ben ©d^ieber) oon A 
naij B in eine fol^e Sage, baj^ ber ^unft beS SJloniuS jtoifdjcn 
27 unb 28 beö SJlaPabeS, unb jugleic^ ber SE^eilfhid) 6 beö 
?loniu8 mit einem S^eilfhii^ (^ier 33) beö 9Jlaßjlabe§ jufammensj 
fäüt. «nebann ip AB = 27° 6'. 

Sfnmerfung. 3)er SranSoerfals-SOla^ftab iji feit bem berühmten 
Sf^onomen %\)ä)o be 83ra^e im ©ebrau^, mefd^er i^n im 3a^re 
1573 ju ßeipjig, too er jlubirte, Don feinem Sc^rer fennen lernte. 
35er ©rfinber ijl ni^t bcfanntj in granfrcid) nennt man al8 fold^en 
ben 9Jlat[;ematifer !J)e9arguc8, ber jeboc^ fpäter lebte. 

3)er SJloniuö rü^rt in feiner erften 3bee oon Slunej, lat S^oniuö 
^er, melier 1577 al9 ^rofejfor ju Soimbra ftarb unb bnxij 
mat^ematif^e unb afhronomif^e ©(^riften ji^ einen SJlamen gemat^t 
^at. ©eine heutige ©inrid^tung mit bem betoegIi(^en ©t^icber 
ocrbanft man aber einer Meinen ©^rift beö fonjl nic^t weiter 
befannten SBcrnier, toelc^e 1631 jU SBrüffel erf^ien. 

3)er 9loniu8 toirb oorjug8toeife ju ben ÄrciStljeilungen ber 
3BinfeU3njhiimente gebraust, voo ber Sran8oerfaI«2Jtafjlab ni^t 
antocnbbar ift. 
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»fester Slfife^nitt 

3n]^a(t§6ered^nung btv f^iguren. 



§. 254. 

erHärung- (S\m%l&ä)t meffcn f)txfi: S)ie Srnja^I Don 
©Inletten unb Steilen bcr ©in^ett angeben, wetd^e gefegt 
werben muf, um eine ber erflen gteld^e fJIÄ^e ^eruorjubringen. 

§Itö -®in^eit ber ??(ä^enmeffung wirb ein Cluabrat ange^s 
nommen, beffen (Seite qUO) ber gegebenen ßängens:@in^t ijl. 

(So mijt mau bic glätten mit Quabratrut^e, Quabratfuß, 
Cluabratmetcr it., iro bie Sängen mit fStnüjt, SuJ, Sötcter :c. gemeffen 
werben. 3cbc bicfcr SfIäd)cn:=(Sin^eitcn ijl ein Cluabrat, beffen 
(Seite eine Jftut^e, einen Sfuf ober ein SJieter beträgt. 
2Jtan fc^reibt ^uabratrut^eP^ CluabratfufD', CluabratmeterD* 
35ic SJlejfung einer ^Vdi)t b^t mau jt^ immer fo ju benfen, 
ba^ bic gegebene gläc^cnsSintjeit auf bcr ju meffcnbeu gläc^e 
abgetragen wirb, fo oft c8 angebt, unb ba^ fftefuftat biefeS ?fb* 
trageu6 burc^ eine 3abl au8gcbri\dft mirb. Diefe unmittelbare 
SJlejfung ijl aber fajl niemals ausführbare üielmcbr ift ber 3it>ecf 
ber bicr folgcnbcn (Säfee baljin gerichtet, ben 3nbalt einer ju 
meffcnbcn Sfläc^e bur^ 9lec^nung au8 gemcffeneu Sinien ab* 
juiciten. 3)ic SJlejfung oon Sinien bilbet bemnac^ jeberjcit bie 
SSorauöfefeung ju ber SnbaltSbere^nung einer Sigur. 

0erl|ältntf[e unter |iad|rn. 

§. 255. 

ßel^rfa^. ®ief5(ä^en jmeier ^araffetogramme uon gteiri^en 
©runbtinien uer^atten fxä) ju einanber wie i^re $ö^en. 

»ig. 172. 

1^ SBorau^fejjung: 

/ AB = EF. 

— y ^rf — f 

^P / — ^ 7 Solötrung: 

L-/^ ä/ ^^R 4BCD : EFGH = IK : LM. 
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85 c weis. Um ba^ SBerptnif IK : LM btv beiben $ö^en 
barjujicUcii, muf man uac^ §. 200 biefc beiben $ö^en bnrd^ 
einerlei 2Jta^ meffen. ®8 feien nun 1) bie $ö^en IK unb LM 
commenfurabef. SflSbann läft fic^ nnc^ §. 199 ein gemeinfdiaft:* 
liijt^ 2Raß angeben, tnelc^eS auf IK unb LM genau abgetragen 
werben fann. 3fi j. 33. IN = LO biefeS gemeinfc^aftlic^e SJlaf, 
unb ijl baSfefbe n mal in IK (in ber Sigur 5 mal) unb r mal in 
LM (in ber ?5igur 3 mal) enthalten, fo ^at man nat^ §. 200 

IK:LM = n:r. (I.) 

3ie^t man ferner burt^ alle Stjeilpunfte ber ©öljen IK unb Lüf 
parallelen ju ben ©runblinien AB unb EF ber ^arallefogramme, 
fo lüirb jebeS biefer Parallelogramme in titn fo üiefe fleinere 
Parallelogramme jerlegt, mt feine $ö^e ^^eile enttjäCt. UeberbieS 
jinb, mä) §. 115, nit^t nur bie fo entjlanbenen Steile eines itbtn 
Parallelogramme unter jtc^, fonbern auc^ jeber S^eif beS einen 
mit jebem ^^eil bt^ anbern Parallelogramms, gleit^ grof. ^an 
fann mithin ba^ Parallelogramm ABPQ = EFRS tvxz ein gemein* 
fc^aftlic^eS SJtaf ber beiben ^arattelogramme ABCD unb EFGH 
anfe^en, tnel^eS n mal in ABCD unb r mal in EFGH entsaften 
ifl. 9fIfo ^at man, mit ^fnmenbung beS §. 200 auf Stätten, 

.45CD : EFGH = n:r. (2.) 

§fu8 ben ©leic^ungen (1) unb (2) enbfic^ folgt 

ABCD : EFGH = IK : LM, 

lü. j. b. IT. 

®8 feien 2) bie $ö^en IK unb LM incommenfurabel. Sftöbann 
wirb jebeö ^a^ Don IK, toelc^eS man angeben mag, nic^t genau 
auf LM abgetragen werben fönnen, fonbern e8 wirb ^ier ein fftefi 
bleiben, welcher Heiner al8 baB angenommene ^a^ ijl. Söenn 
man biefen fftefi nidjt berüdfpc^tigt, fo gelten wieber bie üorigen 
©(^lüffe. J)a man eS aber in feiner ©ewalt ^at, baB wittfürlid^e 
SJlaf unb folglid) auc^ biefen JÄejl fo Hein werben ju laffen, wie 
man will, fo gilt ^ier wieber üollfommen genau bie üorige ^ro* 
}3ortion. 

§. 256. 

Sel^rfa^* ®ie fjtdc^en jweier^araffetogtamme tjon gteid^en 
^ö^m tjet^atten fl^ ju einanbet wie i^te ©runbtinicn^ 

SBittfiein'd (]g(em.-9Rat^ematir I. S36. 2. «Tbt^lg. \2 



178 



yUitimetiir. 




»ig. 178. 



B E 




iBorau6fr|}ung: 
IK = LM. 

Jolgerung: 

ÄBCD : EFGE = AB : EF. 



J)cr aSetneiö fann, nad) Sfnfeitung ber t5igur, ganj na6) bcm 
Sorbilbe be8 vorigen ©e!üeifc8 gefttlirt tnerben. 



§. 257. 

Sel^rfa^« ®ie '^l&äjtn \tbtx jtoci ^arattetoßramtne t?cr=: 
galten ^ä) ju elnanber ruie ble ^robucte ber Balten, 
»etd^e bic Sßcr^ättnlflfe ber ©runbftnlen unb ber $ö^en 
ttuSbrüdfen. 



»ifl. 174. 



A^ 








'JF jvr 



Ä 



p $Borau9fr|}un0: 
AB:EF = g:g 
IK:LM = h:h' 

Solgfrung: 
ABCD:EFGH=gh:gh\ 



aSeirciS. SJtan confhruirc ein britteö Parallelogramm, NOPQ, 
bcffeu ©runblinic NO = £F unb beffen $ö^e ÄS = /Ä ijl. 2fl8:^ 
bann §at man nac^ bcn beiben öor^ergel^enben ßc^rfäfeen 

ABCD : NOPQ = AB : NO 

NOPQ : EFGH = BS : LM, 
mithin auc^ 

ABCD : NOPQ =g:g 

NOPQ: EFGH = h:K 

wnb ttjenn man hierauf ben ®afe §. 150 4) ber 9frit^metif an^ 

wenbct, fo folgt 

ABCD : EFGH = gh : gh', 

tD. }. b. tt). 

83cifpief. Söcnn bie ©runblinien jttjeier Parallelogramme in 
bem aSer^äftni^ 2 : 7 unb bic §ö^cn bcrfelben in bem SSer^ältni^ 
3 : 4 fielen , fo öer^älten jlc^ i^re fjfä^en wie 6 : 28, b. i. toie 
3: 14, ober bod jmeite Parallelogramm ifl bad 4|fa(^e be6 erflfn. 
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Sfu8 biefem (Safee formen bie ße^rfäfee §. 215 unb 216 neu 
bciüiefen werben. 

§. 258. 

3uftt^. 5)ie %la6)m \tbn jmei SDreietfe Der^atten ftd^ 
ju etnanber tvit bie ^robucte ber ä^^ten, weld^e ble SSets^ 
^äftniffe ber ©runbtinien unb ber $ö^en auSbrürfen. 

35enn 35reietfe fönnen immer wie bie $älften üon Parallelogramm 
men angefe^en werben, welche mit i^nen gleid)e ©runblinien unb 
gleiche $ö^en ^aben. 

§. 258a. 

Sel^rfa^- S)ie ??td^en Jeber jwet ^araffetogramme ober 
SDreiedfe, met^e einen gleiten Söinfet \)aUn, tjer^atten ^i) 
tvit bie ^robucte ber 3cii)Un, Welche bie SSer^ättniffe ber 
biefen SCBinfel einf^tiefenben (Seiten auöbrüdfen. 

S3orau9fe|}ung: 
^ BAD = ]/ FEH 
AB: EF = a:a 
AD:EH=b:b'. 

Jolgerung; 
ABCD : EFGH = ab : ab'. 

«Beweis, man fätte bie ^erpenbifel DI unb BK. X)ann ^at 
man 

A ÄDI (X) A EBK mä) §. 220 

unb barauö 

AD:EB = ID: KB, 

mitl^in, in fjolge ber SBorauSfefeung 

ID:KH=b: b\ 

3)a hiermit bie SBorauSfefeungen beö §. 257 erfüttt {xnb, fo 

folgt 

ABCD : EFGH = ab : ab\ 

w. j. b. w. 

2)er ^ier für ^arattelogramme geführte fBeweiö fann unmittelbar 

auf (Dreietfe übertragen werben. 

12* 
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§. 259. 

ßel^rftt^. ®ie ^l&iftn &^nliä)tt ©reledfe o&cr ^ot^gonc 
»erhalten fiä) ju timnbtv wie ik Clua&ratc 5cr 3aflen, 
totii}t ba9 aSct^ättnlf i^rer gteld^tiegcn&en ©citcn auebrütfen. 

lBorau6fe|}ung: 
ABC CV) DEF, 
AB: DE = m: m. 

Jolflerung: 

ABC : DEF = m^ : m\ 

©eweiS. 1) J)ie gegebenen ä^nlid^en giguren feien S)reie4e, 
ABC mb DEF, f5ig. 175. SBermöge ber tlinlit^teit biefer S)rci^ 

edfc ijl 

^ j?^C = ^ EDF 

AB:DE = AC: DF, 

alfo au(^, in Solge ber 5Borau9fe|ung, 

AC:DF = m:m. 

3)a hiermit alle SBorauöfefeungcn be8 üorigen Paragraphen erfüllt 
jtnb, fo folgt 

ABC : DEF = m^ : m\ 

tu. j. i, lü. 

2) Söenn bie gegebenen ä^nfic^en giguren ^ol^gone öon be^ 
liebiger (Seitenja^I jlnb, fo fann man biefefben nati^ §. 225 burd) 
übereinftimmenb gejogene J)iagonaIen in ä^nlit^e 3)reietfe jerlegen 
unb auf JebeS ^aar biefer ä^nlit^en (Dreiede ben Dorigen (Sd^Iu^ 
anwenben, welcher bemnac^ auc^ für i^re (Summen, b. i. bie ^of^^ 
gone, gültig ijl, tu. j. b. tu, 

JBeifpicI. ©efefet, man ^abe irgenb eine Sflädje, j. 83. ben 
©runbrif einer (Stabt ober eiue8 &anbt^ nai) üerjüngtem ajlaß- 
jtabe gejeic^net, fo ba^ 50 SJteter biefeS 2Jlaffiabe9 bie Sänge 
tjon 1 Sentimeter einnehmen. Sfftbann üer^aften jtc^ jebe jnjci 
gleit^Uegenbe (Seiten ber gezeichneten ^laijz unb ber njirflid^en 
fjläc^c ju einanber mie 1*^"* : 50" ober tüit 1 : 5000, folgli^ üer= 
galten jtc^ nac^ bem üorfie^enben (Safee bie 3n^alte ber gejei^ncten 
unb ber mirfli^en Släd^e ju einanber wie 1 : 25000000 ober man 
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tnu^ bie 3eici^nung 25000000maf an rinanber legen, um eine bcr 
tüirflic^en Stäche in^altSgleit^e f5igur l^erDorjubringen. 

§fnmerfung. 35a alle Quabrate ä^nlit^e Siguren jtnb; fo 
Derl^alten jtc^ nad) biefcm (Safee aut^ bie fjläd^en je jweier SlXua^ 
brate ju cinanber wie bie Quabrate ber Ballen, welt^e ba^ fßtx^ 
^äftnif i^rer glcidjfiegenben (Seiten auSbrüdfen. Solglid^ fann man 
Patt beS Dorjlc^enbcn 8e^rfafee8 aut^ fagen: 

35ie Släc^cn ä^nfic^cr 35reietfe ober ^ol^gone öer^alten jt^ ju 
einanber wie bie ^Vdijtn ber Quabrate, mlijt über glcit^fiegenben 
©eiten berfelben conjhuirt lücrben fönnen. 

§. 260. 

3ufa^. ©teic^ttegenbe ©eiten ä^ntid^er fjtguten ber^atten 
flc^ ju einanber wie bie Quabratn?utjeln au8 ben aalten, 
wet^e ba& SSer^ättnif ber Städten biefer Figuren auöbrütfen. 

SBill man j. 83. ein ^ol^gon jeit^nen, tt)el(^e8 einem gegebenen 
ä^nlic^ unb no^ einmal fo groß al8 baöfcfbe ijl, fo muffen jid^ 
bie glci^ticgenbcn ©eitcn beiber tt)ie 1 : K 2 öer^alten. !Die ge^ 
fugten (Seiten fann man na^ §. 247 (Dgl. Sfritfjm. §. 191 ?fnm.) 
burc^ Sonjkuction finben. 



3nl|alt5berejct|nung in geradlinigen Itguren. 

§. 261. 

ßel^rfa^- SDer ^n^alt eines ^arattetogrammS tvixb 
gefunben, tt?enn man ©runblinie unb ^öf)t beSfelben, in 
Balten au6gebrütft, mit einanber multtpftcirt. 

«ig. 176. 




aiotau 


»fHung 


AB 


— s- 


EF 


-h. 


«ol9 


etung: 


J = 


-g .h. 



J bebeutet Sn^alt. 
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fXantmetnr. 



83 e weis. @8 fei GHIK baöienige Quabrat, toclci^eö als 
fJfäi^en^Sin^eit angefc^en wirb. Sfföbann ijl bie (Seite GH biefeö 
Cluabratö biejenige Sängen s®in^eit, mit weither getneffen bie 
©runblinie AB bie 3a^I g unb bie §ö^e EF bie 3af)l h liefert. 
es ijl alfo 

AB:GH = g:i 

EFiGK^h: i, 



folglich nai) §. 257 



ilPCP: GHlK = gh: l, 
b. i. id^CP = gh . eJSr/üT, 

ober J = gh, 



fBeifpief. Sin ^araHelogramm ^ait 17' ©runblinie unb 
9' §ö^e. Sflöbann ifl fein Sn^alt = 153 D'. 

9fnmerfung. 2Jlan benjeijl biefen (Safe häufig Diel anf(^aulid)er, 
lüenn auc^ weniger fhreng, auf folgenbe SBeife. 

SJtan benfe jlc^ für ba^ ijitx gegebene ^araHelogramm ein 
dttijtti Don gleicher ©runblinie unb gleicher $ö^e an bie ©teile 
gefegt, welches na^ §. 115 benfelben Sn^aft \)at 3n biefem 

fftec^ted ABCD, gig. 177, fann man bie 
»ig. 177. gegebene glätten ^gin^eit GHIK junäc^fl 



D 



F 
A 



f längs ber ©runblinie AB fo Diel mal 

abtragen, wie bie Sängen ^®in^eit in 

w K I ^^^^^ ©runblinie enthalten ijl, b. i. g 

Öattene Cluabraten- Steige ABEF fann 
man ferner in bem 9lec^tedfe ABCD fo Diel mal über einanber ab- 
tragen, wie bie Sängen :=®in^eit in ber §ö^e beS 9lec^tedf8 enthalten 
ijl, b. ^. h mal (in ber gigur 4 mal). Sfolglidb enthält ba^ Stcd^tetf 
ABCB bie Stächen == gin^eit GHIK fo Diel mal in fw^, wie ba^ 
^robuct gh anjeigt 5 ober e9 ijl J = gh, w. j. b. w. 



§. 262. 

3ufa^. S)er Sn^att eines Cluabtats tfl gteid^ 
Cluabrat ober ber jweiten ^otenj feiner ©eite* 



bem 
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Ober totnn a bit Seitenlange eined QuabraU, bnxä) eine 3ct§t 
auögebrüdft, bebeutet, fo ijl 

^a[;er fd^reibt ftt^ ber gemeinf^aftlid^e ©ebraut^ beö SBortS Quabrat 
in ber ?frit^metif unb ber ©eometrie. 

fUlan lann ^ierau8 ferner [(^liefen: SBenn njie bei bem (Decimat 
maß V = 10' unb 1' = 10" ijl, fo muß 1 D' = 100 D' unb 
1 D' = 100 D" fein, ©benfo, wenn rcie bei bem ^annoDerfc^n 
SBerfmaf T = 16' unb 1' = 12" ijl, fo mu^ 1 D' = 256D' 
unb 1 D' = 144 D" fein, ©nblic^ roenn 1« = 100«» ijl, fo iji 
tD™ = 10000 D«™. 



§. 263. 

Sel^rfa^. ®er Sn^att eines ©reiedfs n?irb gefunben, 
lüenn man ©runbtinie unb $ö^e beSfetben mit einanber 
muttt|?(tcirt unb ba& ^robuct burd^ 2 biulbirt. 

%\%. 178. 




tBotaufft^ung: 


AB 


= 9 


CD 


— h. 


Jolfletung: 


J = 


9k 
T 



a3ett)ei8. Sin Parallelogramm üon ber ©runblinie g unb ber 
^b^e h f)at nai) §. 261 ben Sn^alt gh. 

J)a8 (Dreietf ijl aber bie §äffte eine8 ^arallefogrammS Don 
gleicher ©runblinie unb $ö^e, folglit^ ^at baB gegebene 35reierf 
btn Sn^att 






tt3. j. b. tu. 



aSeifpiel. X)ie ©runblinie eine8 X)reietf8 betrage 94' 7' 2" unb 
feie $ö^e 36' 3' 9" ©ecimatma^. gjtultiplicirt man 94,72 . 36,39 
unb biüibirt ba^ ^robuct burc^ 2, fo erhält man 1723,4304. 
"SolQlxä) ijl ber gefuc^te Sn^alt btB Dreietfö = 1723 G' 43 D' 
04 D". 



184 Planimetrie. 

Wnmerfung 1. Die obiße ©leid^ung fann man and) fc^reibcn 

b. f). ber Sn^alt beö S)rrietf§ irirb anij gcfunben, inbem man 6ic 
©runblinie mit ber $älfte ber $ö^e, ober inbem man bic ©Stfte 
ber ©rnnblinie mit ber §i3^e muftipficirt. 

Sfnmerfung 2. SBenn bie brei ©eiten eine8 35rcietf9 in 
3a^fen gegeben jtnb, fo fann man barauö, inbem man eine ber:= 
felben ttjie ©runblinie anjle^t, bie §ö^e unb fotgli^ aud^ ben 3n^aft 
bered^nen wie folgt: 

1) '^a^ J)reietf fei gleic^feitig «nb jebe ©eite beafefben = ä. 
Stimmt man eine beliebige (Seite al8 ©runblinie unb nennt x bie 
juge^örige ^ö^e, fo ^at man au9 bem Obigen 

- aa: 
•^— "2* 

SJlun ifi a? Ä'at^ete eines re^tminfeligen !Dreiedf8, beffen anbere 
Äat^ete = -j unb bejfen $^potenufe = a ijl. golglid^ giebt ber 
Äe^rfafc be8 ^t;t^agora8 (mit fftütfft^t auf §. 262) 



woraus 



*» 


+ 4 «/ 




, 3a' 
* 4 




X • 



(Sefet man biefen SBert^ in ben vorigen Sfuöbrutf für J, fo 
wirb ft^Iieflid) 

©8 fei j. 58. a = 10'. J)ann wirb ber 3n^alt J = 43,30 H. 

2) 'S^a^ 3)reiedf fei gleic^fdjenfetig, bie ©runblinie be8felbeu 
= a unb Jeber ber gleichen ©c^enfel = 6. 91ennt man x bie 
§ö^e be8 J)reiedf8, fo ^at man wie üor^in 

j ax 
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9lun ijl X ^atl)cte eineö ret^ttüinfeligen 35reietf8, beffen anbere 
Mattete = -|- unb beffen $ljpotenufe = 4 ijl. Solgfid^ giebr ber 
ße^rfafe beS ^^t^agornS 

woraus 



2 4 i« - a 



0? = 



4 



2 

(Sefet man biefen SBert^ in ben Dorigen 9fu8brutf für J, fo 
lüirb fc^fiefli^ 

J-'-i^:^ 9.) 

ober für bie 9tec^nung bequemer 




j ^ aV(2b + a)(2b^a) ^^^^ 

@8 fei j. 35. a = 10' unb b = 12'. 35ann Jüirb 2 6 + a = 34', 
2 b — a = 14', unb barauS J= 54,54 D'. 

3) 5)a8 Dreiedf fei ungleic^feitig, Sig. 178, unb bie (Seiten 

beöfelben AB = a, AC = J, BC = c. 
Slimmt man AB = a ala ©runblinie an 
unb fefet bie äugeljörige $ö^e CD = x, 
fo ^at man njie oben 

B ax 

Oefet man ferner AD = y, folglich BD = a — y, fo mirb im 
rec^ttüinfetigen Dreiedfe ADC 

x' + y' =^ b' (a) 

unb im rec^ttüinfetigen 35reiedfe BDC 

x'-{-a'-2ay^y' = c\ (ß) 

2)ie ©limination üon x au8 biefen beiben ©leidjungen (a) unb 
(ß) bnxi) ©ubtraction ber unteren Ofeic^ung Don ber oberen, giebt 
bie neue ©leic^ung 

2ay — a» = 6* — c\ 
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a« + i« - c« 

©ubjlituirt mau biefcn SBcrt^ in bie ©lei^ung (a), fo er 
man 

au8 welcher ©leit^ung bie Unbefannte x burd^ folgenbe Slec^nung 
gefunben tnirb: 

_ 2 a& + fl' + ^^ — c» 2 fl^ — fl' -- ^' + c' 
~" 2a * 2a 

_ (g -I- hY -" C^ c« -^ (g -~ ^)« 

2a ' 2fl 

(g + ^ + c) (g 4- ^ ~ c) (c + g -- &) (c ~ g + 6) 
~ 4g« 

Y{a + ^ + c) (g + ^ — c) (c + g — ^) (c ^ g ^ b) 



X 



2g 

(Sefet man biefen SBert^ in ben obigen ?fu8brudf für J, fo wirb 
fdjlie^fi^ 

- Y{a + 6 + c) (g + & -- c) (c + g — ^) (c — fl + ^) 



4 



(4.) 



3)icfer SfuSbrudf läßt noc^ eine bequemere ©eftalt ju, tücnn man 
barin bie ^albe ©umme ber brei (Seiten mit einem einfachen SSut^s^ 
jlaben einführt, nämlic^ 

-_±l±i = .. (5.) 

(Denn biefe ®leid)uug giebt 

unb wenn man IjierDon bie ibentifc^en ©leic^ungen 2 c = 2 c, 
26 = 2 6, 2a = 2a fubtra^irt, fo f ommt 

a + 6 — c = 2(« — c) 
a + c — i = 2(« — 6) 
h '\- c — a = i {8 — a) 
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3)ie Sinftt^rung bicfer üier SBcrt^e in bie ©leic^ung (4) giebt 
cnblit^ 

j y^ 2 .V . 2 (* — a) . 2 (5 — *) . 2 (« — c) 
j —^ , 

b. i. üereinfat^t 

J = Vs{s-a) (s-'b) (*-c). (6.) 

Die in biefcr Sormel enthaltene bemerfenötnert^e Siegel für bie 
3n^alt8bere^nung eine8 !Dreiedf9 au9 feinen brei Seiten ip ft^on 
ben 3nbern unb ©ried^en befannt gcmefen. Die Formel eignet 
^ij befonberö jur togarit^mifc^en Slet^nung. 

@a fei j. aS. a = 10', b = 12', c = 16'. Dann wirb * = 19' 
unb barauö J= 59,93 D'. 

SBenn man in (6) a = b = c ober nur b = c fefet, fo entjle^en 
trieber bie f5ormeIn (I) unb (2). 

§. 264. 

iiel^rfa^* SDer Sn^att eines S^rapej wirb gefunben, wenn 
man bie ©umrne ber beiben paratteten (Seiten mit ber $ß^e 
muttipticirt unb ba6 ^robuct burd^ 2 biuibirt 

Stg. 179. lBoraudfe|}ung: 

Jl rr AB = a 

CD = b 
EF = h. 

A^^ g ^^ golöfrung: 

,_ (a + 6).A 
j 2 

©eireiS. SOlan jie^e eine Diagonale AC, 91ac^ bem vorigen 
^aragrap^ ifi 

unb au9 ber 2fbbition biefer beiben ©leic^ungen erhält man 

ah j^ bh 

"2" » "2" 




" 9. I 9. 



ober einfacher 

^_ (a + b).h 
J ^ 

113. j. b. w. 
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©eifpiel. @9 fei a = 46° 9', b = 3V 5', A = 14" 4'. Der 
Su^alt wirb = 564 D' 49 Q. 
Sfnmerfung 1. Die obige ©leid^ung fann man aud) [(^reiben 

J=(a + 6).AoberJ=?4-^A; 

b. f). ber Sn^alt be9 ^rapej tüirb auäj gefunben, inbem man bie 
Summe ber beiben parallelen ©eiten mit ber $älfte ber §ö^e, 
ober inbem man bie §albe (Summe („ba^ aritl|metif(^e SWittePO 
ber beiben parallelen ©eiten mit ber $ö^e muftiplicirt. 
Sfnmerfung 2. SBenn man unter ber SJlittefünie beö 
gig. 180. ^tapej eine 8inie GH = m üerfm 

D F G T^ ttjef^e bie 2Jtitten G unb H ber ni# 

parallelen (Seiten mit einanber oerbinbet, 

fo fann man au^ fagen: Der Sn^olt 

beö ^rapej wirb gefunben, wenn man bie 

E I ^ ajlittellinie mit ber $ö^e multiplicirt^ ober 

J = m . A. 
Um bieö ju beireifen, üeriranbele man ba8 Srapej ABCD in ba^ 
^arattelogramm AIKD (§. 122). Dann ijl 

m = a — IB 
m = 6 + C/f, 
woraus wegen IB = CK folgt 

2m = a -{- b 
a + b 

b. i). bie 9JlitteUinie beS Srapej ijl gleic^ bem arit^metiftfjen 2Jlittef 
ber bübtn parallelen (Seiten. 

(Sefet man a = b, fo ge^t baB Srapej in ein Parallelogramm 
über unb eö wirb m = a, (Se^t man J = 0, fo ge^t ba^ Srapej 

in ein Dreiedf über unb e8 wirb m = -^ . Die Sormel J=m ,h 

gilt bemnac^ gleichmäßig für bie Sn^attöberet^nung üon ^arattelo^ 
grammen, Dreiedfen unb Srapejen. 

Sfnmerfung 3. Der Sn^alt eineS Srapej fann auc^ au8 ben 
üier ©eiten beSfelben gefunben werben, nämfit^ ben beiben parat 
lelen ©eiten AB = a unb CD = b unb ben beiben nic^t parallelen 
©eiten AD = c unb BC = d. m ifi nämli^ 

0+6 Vib+c+d — a) (a+c+d-b) (a+c—b—d) (a+d—ft—c) , 
'' — a-b 4 
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3uin JBeweife jcrlege man ba^ %xapti in ein Parallelogramm unb 
ein Dreietf, unb befhmme ben 3n^alt be8 legten nad^ §. 263 Sfnm. 2. 

68 fei i. 83. a = 43' 1', b = 32' 4', c = 13' 7\ d = 12' 2'. 
!Bann lüirb J= 440 D' 80 0'. 

§. 265. 

8e]|rfa^. ©in regelmdfigee ^ot^gon ifl einem SDteietfe 
gleid^, beffen ©runbtinie ber Umfang beS ^ol^gonö unb 
beffen ^öf)t ber ^attmejfer beS eingef^riebenen Greife« ifl. 
Ober: 35er 3n^alt eine8 regelmäßigen ^oI^gon8 wirb gefunben, 
wenn man btn Umfang beSfelben mit bem §albmejfer be8 einge- 
ft^riebenen Äreifeö multiplicirt unb baB ^robuct burc^ 2 biöibirt. 



$5 r a u 6 f e I u n 9 : 
AB + BC+CD-\-DE + EA = u 

u . r 




J = 



83 e weis. 2Jlan jie^e au9 bem SJlittelpunfte M be8 eingefd^rie^^ 
benen ÄreifeS ßinien nac^ allen Stfpunften A, B, C it. be8 
^ol^gonS unb wenbe auf jebeö ber baburd^ entjle^enben J)reietfe 
MAB, MBC 2c., btn Se^rfafe §. 263 au. @o erMIt man 

AB .r 



MAB = 



MBC = 



MCD = 



MDE = 



MEA = 



2 
BC .r 

2 
CD .r 

2 
DE.r 

2 
EA .r 



iinb wenn man alle biefe ©leic^ungen abbirt, fo folgt 

j (AB + BC+CD + DE + EA).r 



b. i. J = 



u . r 
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ober ber Sn^alt J ijl gleich btm 3u^alt eines 3)reietfö, tüel^cö u 
jur ©runblinie uub r ju §ö^e i)at, tv. j. b. rc. 

83eifpiel 1. 2Jtan conjhuire naä) einem öerjüngten aDflafjlabe 
ein regelmäfigeö Be^nedf, beffen ©eite = 12° T lang iji, nteffe 
ben §aIbme|Ter feines eingefc^riebenen 5freife8, unb berechne ben 
3n^alt. 

Sfnttt). J = 1241 D'. 

aSeifpiel 2. 2Jtan conjhuire ein regelmäßiges §fc^tetf, in 
»eitlem ber ©albmeffer beS eingefc^riebenen ^reifes = 29' 4' lang 
ip, meffe feine (Seite unb bered^ne htxi Sn^alt. 

Sfnto. J=2864D' 24'. 

Sfnmerfung. SBon benjenigen regelmäßigen ^ol^gonen, tt)el(|e 
ftc^ im Greife confkuiren laffen (§§. 193, 195, 252a), !ann ber 
3n6alt au8 ber alleinigen Ä'enntniß ber ©eite = a bercd^net 
tnerben. I)ie einfac^jlen Satte, näc^jl bem Cluabrat unb bem 
glei^feitigen J)reiedfe ftnb bie folgenben: 

S)a6 regelmäßige (Sed^Sedf befielt au8 6 congruenten gleic^^ 
feitigen 3)reiedfen. 2Jtit^in ifl fein Sn^alt 

Da8 regelmäßige Sfdjtedf ^at einen Umfang tjon == 8a, unb ber 
$albmeffer ht^ eingefc^riebenen Äreife8 ijl gleit^ ber falben ©eite 
beS CluabratS, Jüelc^eS burc^ ^inreic^enbe SBerlängerung Don 4 ©eiten 

beS Sfc^tedS gebitbet merben fann, alfo = ~- (1 + V%). 2Jtit^in 

ijl fein Sn^alt 

J=2a' (1+K2). 
3)a8 regelmäßige Be^nedf bejlebt au8 10 congruenten gleic^s: 
ft^enfeligen 35reieden, beren ©runbfinien = a unb beren ©t^enfel 

= y (1 + KöJ fmb (§. 250 9fnm. 2). SOlit^in mirb mit ^w^ 

rcenbung üon §. 263 Oleic^ung (2) fein Sn^alt 

§. 206. 

^ufgaBe* ®en Sn^att eines beliebigen unregeCmäfigen 
^ot^gonS ju berei^^nen. 
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(^f grbf n: 

spoltjgon ABCDEF. 

Öffnest. 

3)er 3n^alt. 



@rpe 2Jlet^obe. SWan jerlege ba8 gegebene ^oltigon, gigur 

182, entoeber burd^ diagonalen AE, BE, CE (mie in ber Sfigur), 
ober ani) bmäj Sinien, mel^e an8 einem fünfte im 3nnern beö 
^ol^gonS nad^ allen @dfpunften gejogen merben, in 2)reiedfe, unb 
bcred^ne bie 3n^alte biefer 3)reiedfe nad^ §. 263. 

Stotitt 9Jtet^obe. 2Jlan jerlege ba^ gegebene ^ol^gon, gigur 

183, bur^ parallelen AG, BH, EI (melc^er ^ier parattel ber ©eite 
CD gelegt jtnb) in Srapeje unb 2)reiedfe unb bered^ne beren 3n^alte 
naä) §§. 263 unb 264. 

»eifpiel. ®8 fei gegeben AB = 16' 4, BC=lb' 9', CD = 
23' 3'; DE = 10' r, EF = 30° 0', FA = 24' 7', ^£ = 31' 6', 
BE = 17' 8', CE = 28' 5'. gjlan conpruire au8 biefen Sfngaben 
naä) einem Derjüngten aWa^abe ba8 ^ol^gon, unb bered^ne feinen 
3n^alt fomo^l nad^ ber erfien al8 au^ nac^ ber jmeiten SJlet^obe. 

«fnto. J = 697 D' 31 H. 

?fnmerfung. S)ie jmeite SJlet^obe biefe8 Paragraphen fann 
auä) angemanbt merben, um angenähert ben 3n^alt einer ??läd)e 
ju berechnen, meli^e buri^ eine frumme ginie begrenjt mirb. 

68 fei AB, gig. 183a, eine frumme Sinie, mel^e eine gläd^e 

begrenjt. Sfuf einer mittfür^ 
liefen geraben Sinie XY, ber 
Sfbfciffenlinie, f)abt man 
bie9fbfciffenA:C, XI>,X£2c. 
angenommen unb baju bie 
ret^tminf eligen Orbinaten 
S)ie Sfbfiänbe biefer Drbinaten 




^ C D E 



XA, CL, DM, EN lt. conjhruirt. 

von rinanber feien qUH) gro^ , b. f). XC =^ CD =^ DE jc, jeboc^ 



J = 1 (6 + 2i' + 2h" + 2J'" H &(«)) (1.) 
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fo flein genommen, bn^ bie jmifc^enliegenben fBogenfHlcfe ÄL, LH, 
MN tz., in 93ejug auf ben gefuc^ten 3n^alt o^ne merflid^en fje^ler 
mie gerablinig angefe^en werben fönnen. 9fl8bann erft^eint bic 
ganje ?flä(^e XFBA mie eine (Summe Don Srapejen, beten 3n^alt 
trie oben ju berechnen ifi. 

©efet man 

XC=CD = DE... = a, 

XA = b,CL = b',DM = b",EN=b"',...IR = b^''''\ TB = b^''\ 

fo mirb bemnad^ ber gefudbte 3nbalt 

ober einfallet 

' 2 

ober auc^ 

J = a (4^^"^+ ft' + ft" + V" + . . . i^-' >) . (2.) 

3. 83. man ^abe a = 5*^, unb bie Orbinaten 6, V, h'\ . . . 
feien ber JReifje nat^ 7° 8', 8° 4', S'* 9', 8" 5', V 2', 6° 1', 5' 5', 
5" 0', 5° 2'. Snsbann mirb J= 280 D' 50D'. 

Unter ben Drbinaten fönnen auc^ einige, inSbefonbere h unb 6^"\ 
ben SBert^ S^uII ^aben. 

6ine nod) genauere Sormel für biefen 3n^alt, meiere auij auf 
bie Krümmung ber Sogenfiüdfe AL, LM, MN jc. 9tütfftc^t nimmt, 
f. §. 281 ?fnm. 4. 

Urctificdtton it$ &xtxfts. 
§. 267. 

grflarung. Unter ber 9lectiftcatton bc8 Greife« 
t)ctfte^t man bie SSeted^nung ber Sänge ber ^erlpl^eric 
eines ÄreifeS, bejfen ^atbmejfer gegeben ift. 

S)a8 SBort JRectification bebeutet urfprüHglid^ bie SSeriüanblung 
ber Äreieperip^erie in eine gerabe ßinie. SJlan fann jtc^ Don folt^er 
SSeriranblung ein beutlit^eS SBilb mad^en, menn man jid^ bie ^erip^erie 
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beö Äreifeö bmij einen biegfamen Saben bargefiefft benft unb biefen 
barauf in eine gerabe Sinie au8fpannt. Diefe Sßermanblung lä^t fld^ 
inbejfen burd& feine geometrifc^e Sonfhuction genau ausführen, unb 
tnan mu^ jid^ beS^alb bantit begnügen, bie Sänge einer gegebenen 
ÄreiSperip^erie burd^ {Rechnung ju finben. 

üDa^in führen bie beiben folgenben §ülf§ :« Sfuf gaben. 

§. 268. 

Aufgabe. SCuS ber ©eitentänge eines einem gegebenen 
Steife eingefd^riebenen regelmäßigen ^ot^igonS bie Seiten^ 
länge beö bemfelben Jtreife umfc^riebenen tegelmäßigen 
^ol^gonö ijon gteid^et ©eitenja^I ju finben. 

»ig.' 184. 

Ergeben: 

AB = $ 

MA = MB = r. 




-p-^ CD = S. 

Sfuflöfung. ^ai) §. 210 ijt 

ME:MF=EB:FD 

unb barauS aud^ 

ME : MF = AB: CD. (1.) 

©efet man in biefer «Proportion jlatt ber Sinien bie i^re gänge 
nuSbrüdfenben Ballen an bie ©teffe, fo f)at man junäd^p nai) ber 
5Borau8fefcung AB = s unb CD = S. ?ferner ip md) bem ße^rfafe 
beS «pt}t^agora8, in 3a^len auSgebrüdft 

ME' + EB' = MB\ 



«« 



b. i. JtfE« + ^ = r' 
unb barauS ME^ = r» — j 

JfE = |/r« — J. 

(gnblid^ ip ilfF = r. 2)urc^ ©ubfiitution aller biefer SBert^e t?ers: 
manbelt pc^ bie Proportion (1) in folgenbe 

Yr'~'r = s:S (2.) 

SBittjlein'fl Ctmu-anat^ematif. I. »b. 2. «fbt^Ifl. 13 
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unb ^ierauö folgt mi) §. 151 ber Sfrit^metif 

S = —^ 



tvad }u fuc^en mar. 

föeifpiel. @8 fei s bie (Seite eine8 regelmäßigen ©ed^öedf im 
Äreife, alfo s = r. SflSbann finbet mau, burd) ©ubfHtution biefeS 
SBert^eö Don s in bie Dorige Formel, für bie Seite be8 bemfe(beu 
Äreife umfc^riebenen regelmäßigen (Sed^8edf8 ben SBertl) 

S = r . 1,154700. 

®o .j. 93. in einem Greife Don 1 Suß §al6mejfer ift bie Seiten- 
lange be8 eingefd^riebenen regelmäßigen (Sei^8edf8 = 1 8uß, unb bie 
(Seitenlänge be8 umfd)riebenen regelmäßigen (Se(^8e(f8=l,1547O0?5uß. 

§. 269. 

Aufgabe. S(u6 ber (Seitenlange eines einem gegebenen 
streife eingefc^tiebenen regelmäßigen ^ot^gonö bie ©eiten- 
länge beS bemfetben jtreife eingefc^riebenen regelmäßigen 
^ot^gonS t)on boppdtn (Seitenja^l ju flnben. 

©eQeben: 

AB = s 
MA = MB = r. 

FB = s. 

Sfuflöfung. 2Jlan verlängere FM m G unb jielje BG. 2fl8== 

bann ijl nat^ bem Se^rfafc be8 St)ale8 ^ GBF=fa, folglich nad^ 

§. 244 

FG:FB = FB:FE. (1.) 

(Sefct man in biefer Proportion für bie Sinien bie i^re gänge 
au8brü(fenben Ballen, fo ^at man junäc^fi, in Solge ber SBorauS- 
fefcung, FG = 2r unb FB = s. gerner ifi nacö bem Vorigen ^aragrap^ 

ME = |/"r« — j 




iinb baraii8 

CDun^ ©ubfhtution biefer SBert^e Derirnnbclt fic^ bie Proportion 

(1) in folflenbe 

2r : * = « : Tr - j/r'* — Q (2.) 

unb hieraus folgt nad^ §. 153 ber 2frit^metif 



,'= l/2r'-2r |/^r« — j 



was ju fuc^en mar. 

föeifpiel. @9 fei « bie ©eite eincS regelmäßigen ©ec^öedfS im 
Greife, alfo * = r. 2fl8bann finbet man, burd^ ©ubjlitution biefeS 
SBertl;e8 Don « in bie Dorige Sormel, für bie (Seite be8 bemfelben 
Äreife eingefc^riebenen regelmäßigen 3tt>ölfe(f8 \iz\\ SBert^ 

*' = r . 0,517638. 

®o j. 93. in einem Greife t>on 1 Suß §albmeffer ifi bie (Seitens: 
länge be8 eingefc^riebenen regelmäßigen (Se^8e(f8 = 1 Suß, unb 
bie (Seitenlänge be8 eingefc^riebenen regelmäßigen 3itölfedf8 = 
0,517638 ?fuß. 

§. 270. 

Aufgabe. !Die ßdngc ber ^etip^etie eines ÄreifeS, bejfen 
^atbmejfet gegeben tft, nd^erungSireife ju berechnen. 

?fuflöfung. ajlan confhuire in bem gegebenen Äreife ein 
eingef(^riebene8 regelmäßiges (Se^8edf, bejfen Umfang au8 §. 194 
befannt ifl, unb jugteic^ ein umfd)riebene8 regelmäßiges (Set^Secf, 
beffen Umfang man nac^ §. 268 berechnen fann. 3mifd^en biefen 
beiben Umfangen wirb bie gefüllte ^reiSperip^erie enthalten fein. 

?fl8bann confhuire man in bemfelben Greife ein eingefi^riebeneS 
regelmäßiges 3»üölfedf, bejfen Umfang man na^ §. 269 finbet, unb 
jugleid^ ein umfd)riebeneS regelmäßiges 3iüölfecE, beffen Umfang 
man mieber nad^ §. 268 berechnen fann. 3tt>ifti^en biefen beiben 
Umfangen wirb roieber bie gefuc^te ^rcisperip^erie enthalten {ein. 

Serner confhuire man ebenfo ein eingefd^riebeneS unb ein um^ 
fc^riebeneS regelmäßiges 24edf, unb berechne bie Umfange beiber, 
weld^e gleichfalls bie gefuc^te ÄreiSperipljerie jwift^en ficfe enthalten, 

13* 
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yiammrtne. 



SGBenn man auf biefe SBeife fortfährt, fomoW eingcft^riebene ate 
axiä) umfd^riebene regelmäßige ^oll^gone mit flet8 Derboppelter 
©eitenja^t ju confhuiren unb bie Umfange berfelben ju bereci^nen^ 
fo merben biefe Umfange befiänbig bie gefud^te ^rei§perip^erie jmis: 
f(^en jitb enthalten. 3ugleic^ merben aber and) bie Umfange ber 
beiben ^ol^gone biefer Ä^reiöperip^erie fortmä^renb näber unb nä^er 
fommen, fo ba^ man e§ mitljin burd^ Ijinreid^enbe Sortfefcung biefeö 
95erfa^ren8 in feiner ®emalt fjat, bie Sänge ber gefüllten ÄreiS^ 
Peripherie angenähert fo genau ju bejlimmen mie man will. 

S)a8 SSerfal^ren mirb oon felbjl feinen Sfbfc^luß finben, wenn 
bie beiben Umfange, mel^e bie gefut^te ^reiSperip^erie jmifd^en {tt^ 
enthalten, einanber fo na^e gerücft jtnb, ba^ bie i^re Sänge au8:^ 
brüdfenben Bal^len in fo üiel 2)ecimalflellen, mie man bcftimmen 
roiff, jufammenfallen.' S)enn al§bann ^at man aud^ bie Sänge ber 
gefuc^ten Ärei§perip^erie auf tbtn fo Diel S)ecimalfietten genau. 

S)ie fotgenbe Tabelle jlellt eine folc^e gtedjnung bar. ®8 bebeutet 
barin r btn §albmeffer beS gegebenen Ä^reifeö, unb flatt ber Um- 
fange entl^ält jte nur bie falben Umfange ber betrefenben ^ol^gone. 

SSerec^nung ber falben Ä^reiöperip^erie 
für einen §albmeffer = r. 



Unja^l 


%a\itt Umfang 


^albtx Umfang 


ber 


btt 


M 


Seiten. 


eingefc^tieienen ^ol^gon«. 


umfi^tielenen ^ol^gon«. 


6 


r.3 


r . 3,464101 


12 


r . 3,105828 


r . 3,215390 


24 


r . 3,132628 


r . 3,159660 


48 


r . 3,139350 


r . 3,146086 


96 


r . 3,141031 


r . 3,142714 


192 


r . 3,141451 


r . 3,141874 


384 


r . 3,141566 


r . 3,141647 


768 


r . 3,141592 


r . 3,141593 
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35ie beiben Icfctcn Umfange jlimmen auf fünf 2)ecimalfiettcn mit 
einanbcr überrin, folgli^ f)at man auf fünf üDerimalfiettm genau 
fftr bie ßänge ber falben ÄreiSperip^erie btn 9Berl^ 

r . 3,14159 . . . 
SCBoffte man baQ JRefuItat auf fec^ö ober me^r 2)ecimaljlellen genau 
^aben, fo müßte man bie Stec^nung Don Sfnfang an mit me^r 
3)ecimaipeffen führen al9 Ijier gefc^e^en ifl. 

9f nmerfung. 2)er ®rjie, meieret biefe Stec^nung gefül^rt ^at, 
mav Sfr^imebeö, ber größte 2Jlat^ematifer beS S(Itert^um8, 
welcher im Sa^re 212 t>or S. ®. bei ber Eroberung Don ©^racuö 
burc^ bie giömer umfam, nac^bem er feine SSaterfJabt mel^rere 
Sa^re ^inburd^ burd) ßrbauung fünjlli^er ÄriegSmaf^inen gegen 
bie föelagerer Dert^eibigt ^atte. Sfri^imebeö führte bie SJlat^ematif 
um ein S3ebeutenbe8 über bie Slcmente beS ©uMibeS ^inauö, moDon 
jeboc^ ^ier nid)t9 meiter berichtet merben fann, meil feine Unterst 
fud^ungen fajl nur bm Ijö^eren Steifen ber SJlat^ematif angel^ören. 
3n ber (Stereometrie mirb fein 5Jlame gfeic^fall§ genannt merben. 

2)ie obige giec^nung, Don Sfr^imebeö geführt, muß man um fo 
me^r bemunbern, ba bem ?fr^imebe8 ber ©ebraud) unferer 3iffern 
unb namentlich unferer 2)erimalbrü^e gänjli^ fehlte. Wr^imebeö 
fanb, inbem er feine 9ted)nung mit bem 96e(f abfc^loß, ba^ bie 
Sänge ber ^reiöperipl^erie jmifc^en bem S\^ unb 3|ffa(^en beS 
S)urc^meffer8 enthalten fei, eine SejHmmung, beren Sli^tigfeit ^i) 
ltiä)t au8 btn obigen 3a^len nac^meifen läßt. 

§. 271. 

^rflarung. Unter ber ^d^l Jt Detjle^t man benjcnigen 
Factor, mit wetd^em man ben ©utd^melfer eine« Äreifeö 
muIti|)Ucitcn muß, um bie ^erip^erie beöfetben ju flnben, 

2)iefe 3a^t ifl, mie man leicht erfcnnt, einerlei mit bemjenigen 
??actor; mit meinem man bm §albmeffer be8 Äreife8 multipliciren 
muß, um bie ^albe Ärei8perip[}erie ju finben. SJtan ^at alfo auS 
bem Dorigen ^aragrapl^ auf fünf ©ecimaljlellen genau 

it = 3,14159 . . . 
®enauer fanb ßubolf Don Söln im 3a^re 1596 

jc = 3,1415 9265 3589 7932 3846 2643 3832 7950 

unb nat^ i^m nennt man biefe 3a^l auc^ »o^l bie ßubolf fc^e 3a^I, 
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©egeumärtig f)at man bic 3a^t jc bmä) bie §ülfömittel ber ^öljeren 
ajlat^cmatif auf 500 ©ecimafjleffcn berechnet; Don benen jebo^ 
niemals ein ernfllic^er ®ebrau(^ ju machen ifl. 

gür oberf[ä(^Ii^e JRed^nungen fann bie 3af)l bc8 Sfrd^imebeS 
n = 3\ f(f|on auSreidfenb fein. 

3)er Sogarit^muS Don jc im SSriggift^en (Softem ifl 
log. jc = 0;49715 auf fünf S^ecimaipetten. 
log. jt = 0;4971499 auf fteben S)ecimalfleffen. 

Sfnmerfung. 5>ie 3a^t n ifl eine irrationale 3cif)l, fxt fann 
alfo meber buri^ einen gefc^lojfenen noc^ burd^ einen periobifi^en 
S)ecimaI6ru(^ genau bargeffefft werben. 2)ie9 ^at juerfi ßegenbre 
bemiefen, ber JBenjeiS fann jeboc^ l}ier nid^t gegeben werben. 



§. 272. 

3ufa|* !Die Sänge ber ^ertp^erie eines jtreifeö mirb 
gefunben, wenn man ben ©utd^meffet btefeS Äteifcö mit 
ber ^af)l it muttipticirt. 

6§ bejeic^ne p bie ^erip^erie eineö ^reifeö unb r ben §alb- 
meffer beSfelben. 2ffabann ifl 2r ber Durd^meffer biefeS Äreifeö, 
fofglid^ 

p = 2rjt. 

Umgefebrt wirb ber 2)ur^meffer eines Greifes gefunben, wenn 
man bie ^erip^erie biefeS Äreifeö burt^ bie 3a^l n biDibirt. Ober 

2r=^. 

.ffleifpiel 1. 2)er Beiger einer U^r Ijat 5 Boff Sänge. SBie 
lang ifi ber SBeg, welchen bie ©pifee biefeS 3eiger9 bei jeber VLm^ 
bre^ung jurüdftegt? 

Sfntw. 31,4 .• . 3oa. 

Seifpiel 2. 3)er Umfang beS ®rb:^tquator8 ^ätt 5400 geo^: 
grap^ifd^e ajleilcn. SBie lang ifi ber 3)urc^mejfer beS Äquators? 

Sfntw. 1718,874 ober fe^r na^e 1718| 2Jleilen. 



(Süual^ratur its firrtfr^. 
§. 273. 

^rftätttttg. Unter 5etCiua5ratur 5e8 ÄretfeS üers: 
tlc^t man bte Sctcd^nung 5e6 gtdc^enin^alte ctncö Äreifeö, 
icjfcn ^atbrncffcr flcfleben ijl. 

5>a8 SBort Cluabratur bebeutet urfprüngfi^ bie 93ermanblung 
ttx Äreiepd^e in ein Cluabrat. 2)iefe SSermanblung \)at fxä) aber 
fcur^ feine geometrifi^e ßonfhuction ausführen laffen, fo oft ani) 
t)on ben Seiten ber ©riecfcen bis auf bie ©egenmart bie SBerfu^e 
jur Sfuffinbung einer folgen Sonjlruction p^ mieber^olt ^aben. 
SJlan muß pc^ beö^alb bamit begnügen, btn 3n^alt einer gegebenen 
-^reiSpc^e burd^ Stec^nung ju finben, morauö bann bie (Seite 
eines Cluabratö, melc^eö bem gegebenen Ä^reife inl^altögleit^ ifj, 
leitet gefolgert merben fann. 

^er folgenbe Se^rfafe jeigt, mie bie Cluabratur be8 Äreife§ mit 
6er Sflectification be§fcfben jufammen^ängt, fo ba^ bie Sfuflöfung 
fcer einen biefer beiben Sfufgaben unmittelbar bie ber anbern na6) 
ft^ jie^t. 

§. 274. 

gfl^rfa^. ®ie ÄreiSfläd^e tjl einem 5)reiedPe gteid^, beffen 
Orunbünte bie ^crip^erie beS ÄreifcS unb bejfen ^'df)t ber 
^atbmejfer beö ÄreifeS tft. 

Ober menn p bie ^erip^erie unb r btn §albmeffer be6 ÄreifeS 
bebeutet, fo ifl 

föemeiS. ajlan benfe flc^ bem gegebenen Greife ein reget* 
mäßiges ^oltjgon Don beliebiger ©eitenja^I umfc^rieben, unb nenne 
u btn Umfang unb / ben 3nl;alt biefeS ^ol^gonö. SflSbann fjat 
man axiQ §. 265 

SBenn man nun bie ©eitenja^I beS ^ol^gonS, burt^ toieber^olte 
^Berboppelung berfelben, größer unb größer merben läßt, fo fommt ber 
Umfang u beSfelben nai) §. 270 immer nä^er ber ^reiöperip^erie p, 
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unb juglei^ fomtnt fein 3n^alt f immer nä^er bem 3n^alt J ber 
Äreiöfläc^e. Solglit^ ifl auä) 



J = 



p.r 



2 

b. \). ber 3n^alt J ifl gleit^ bem 3n^alt eines ©reiedfS, ttjeli^eS p 
jur ©runbUnie unb r jur §ö^e f)at, m. j. b. m. 

Sfnmerfung. Äütjer fann man biefen föemeiö auSbrüdfcn wie 
fofgt: 

5>er Äreiö fann wie ein regelmäßiges ^ol^gon Don unenblid; 
Diel (Seiten, Don benen jebe unenbli^ flein ifl, angefe^en werben. 
Solglicö barf man auf ben Ärei6 unmittelbar ben Se^rfafe §. 265 
anwenben, woraus fogleit^ bie gefuc^te Formel jtc^ ergiebt. 

§. 275. 

Sel^rfa^- ©er Sn^aft eine« ÄreifeS wirb gefunben, iDenn 
man baö Cluabtat feines §al&ntejfer8 mit ber äai^I it mxxU 
ti|?ttcitt. 

Ober: SBenn r btn ^atbmeffer eineS Äreifeö bebeutet, fo ift 

J = r'jc. 

33 e weis. SJlan fefee in bie formet beS Dorigen ^aragrapl^en 



J 



p.r 



2 

für p feinen SBertt; aus §. 272, nämlic^ 

p = 2rjc. 
STlSbann erhält man 

w. }. b. w. 

aSeifpiele. t) SBie groß ift ber 3n^alt eineS ^reifeS, bejfen 
§albmejfer 44o 7' S)ecimalmaß beträgt? 
9fntw. 6277 D» 30 D'. 

2) SBie groß ifi ber 3n^alt eines ÄreifeS, bejfen Umfang 12^ 
beträgt? 

Sfntw. 11D° 46D'. 

3) Söie lang ifl bie ©eite eineS CluabratS, weldjeS einem Greife 
Don 17' ©albmeffer in^altSglei^ ijl? 

«ntw. 30',132. 
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4) SBic groß ifl btt 35urti^mcffer cineS Ä^rcifcö Don 698 Cluabrafcs 
meilen Sn^att? 

Sfntm. 29,812 2JtciIcn. 

§. 276. 

Sel^rfa^- SDie fjtäd^cn jiDctet ifteifc t)er^aften ^i) ju 
einanber tt)te bie Cluabrate i^ret ^attmejyer. 

Ober: SDBenn J unb J" bie Sn^alte jmeier Ä^reife bebcuten, beren 
§albtnejj"er r unb r jlnb, fo ijl 

J: / = r«:r'» 
S3emei9. ^aij bem vorigen ^aragrnp^ ifl 

(Daraus folgt burc^ 2)iDifion 

J:J' = r'n: r'jt 
unb hieraus mit Sfnmenbung t?on §. 149 ber Sfrit^metif 

it). j. b. it). 

Sfnmerfung. @9 ijl anä) f)\tx mt im §. 259 einerlei, ob 
man unter ben Huabraten ber ^albmeffer bie Huabrate ber 3a^len, 
tüeld^e ba^ SBer^ältniß ber §albmeffer auSbrüdfen, ober bie glätten 
ber Duabrate, meiere über ben ^albmeffern als (Seiten confhuirt 
werben fönnen, öerjle^en mill. 

§. 277. 

grflarung; Unter einem JtretSrtnge t)erjle^t man bie 
jtpifd^cn jtDei concentrif^en Steifen enthaltene Stäche. 

Sig^ 186. gjj^ ^reiöring ifi bemnai^ immer ber 

Diferenj ber ?Släc^en ber beiben Ä^relfe 
gleid^, meldte i^n bilben. Ober menn 
MA = r unb MB = R bie ^albmeffer 
biefer beiben Äreife jtnb, fo ijl 

unb einfaier 

J = (Ä' — r')7t. 

§. 278. 

Se]^rfa|. ©in Äreiöring ijl einem Xxapti gleich, bt^m 
jparaHete ©eiten bie ^tnpi)ttxtn btt beiben gegebenen cons: 
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cmtrif^cn Äreife jinb, unb bcffen ^ö^e bie SDifferenj ber 
^atbmeffer bicfcr beiben Greife iji. 

Ober: SBcnn p uub P bie Peripherien ber beiben gegebenen 
Greife unb d bie S)ifferenj i^rer ^afbmeffer bebenten, fo ifl 

•^ 2 

S3emei8. 2Jlan nenne r unb R bie ^albmeffer ber beiben ge» 

gebenen Äreife. STlöbann ^at man au8 bem vorigen ^aragrap^ 

J = (Ä« — r«)3r, 

welchen SfuSbnnf man auc^ ummanbeln fann in 

J=(Ä + r) (Ä — r)jc. (I.) 

Slun ijl na(^ §. 272 

2Rn = F, 2rjr = p, 

morau8 bur^ Sfbbition folgt 

2(Ä + r)3r = P + p 
unb meiter 

(Ä + r)ic = ^1^. (2.) 

gerner iji nad) ber SSorauSfe^ung 

R--r = d. (3.) 

(Subftituirt man bie SBert^e (2) unb (3) in (1), fo folgt 

J=(Z±PM, (4.) 

tt). j. b. ro, 

?5ür bie numerifc^e Jftec^nung mac^t e8 feinen erl^eblic^en Unter* 
fc^ieb, ob man nac^ (1) ober nai) (4) Derfä^rt. 

S3eifpiel. SGBie groj ifi ber Släc^enraum einer ©träfe üon 
3° aSreite, meiere einen freisförmigen ^fafe t>on 24** 3)urc^meffer 
umgiebt? 

Sfnttt). 254 D' 47 D'. 

2fnmerfung. SBenn man einen ÄreiS conftruiren miff, ber an 
?5Iäd)e eben fo groß ifl, mie ein gegebener ÄreiSring, fo jiel^e man 
eine (Se^ne beS äußeren Ä^reifeS biefeS ^reiöringeö, meiere juglei^ 
Sangente beS inneren ^reife8 ijl. S)iefe ©e^ne mirb ber "S^nxä)^ 
meffer beS gefuc^tcn Greifes fein. 2)er ®runb liegt in ber obigen 
Sormel (1) mit 3ujie^ung t>on §. 245. 

§. 279. 

grflariing. @in ÄreteauSf^nitt ober ©ector ifl 



ein S^eil btx Äreiöp^c, mläftx bnxä) jwei ^atfcmcffet unb 
bcn jtDlf^en t^nen liegenben ÄteiSbogen bcgtenjt rplrb. 

einÄretSabft^nitt o5et Segment ijl ein S^I 5et 
ÄreiSflä^e, iretd^er butd^ eine ©e^ne unb 5en i^t juge:: 
porigen itteisbogen begrenjt tDitb. 

§. 280. 

gel^rfa^. @in Ätciöauöf^nitt tfi einem iDreiecfe gtcid^, 
beffen ©runbtinie btx Sogen be6 Äreiöauöfd^nitteS unb beffen 
$ö^e bct ^albmeffer bcS Äreife« ijl. 



»ig. 187. 


aSorauSff <}un0: 


X^>-^ 


AM = r. 


/ \/\ 


AB — b. 


^ 1 
\ / 


Solflfrung: 


^v..._...'' 


j_*'. 



2 

JBemeiS. 2)cr itrei8au8fc^nitt üer^ält fld^ jur ganjcn Ärciöftäd^e 
tt)ie bei: S3ogen beö Ärei8au8f(^mtte8 jur Ärei8pcrip^crie. 9lennt man 
alfo p bie Ärei8t)crip^erie, fo ^at man, mit Bujie^ung t>on §. 274, 
jur Scfhmmung Don J bie Proportion 

tüorau8 nac^ §. 151 ber Sfrit^metif fofgt 

. b .r 

tu. j^ b. tu. 

SBenn flatt be8 SBogenS b ber Sentriminfel AMB = M gegeben 
ifl, fo fann man barau8 ben föogen b bmd) bie Proportion finben 

360' : Jf = 2rjt : J. 

9Wan fann ju bemfelben 3»üe(fe auc^ bie IV. Safel in be8 aSer:^ 
faffer8 fünfflelligen logarit^mifc^:=trigonometrifcben Safein (3. 98 
gebrauchen. 2)iefelbe liefert für jeben in ®raben, SJtinuten unb 
©ecunben gegebenen SGBinfel bie 93ogenIänge für ben ^albmeffer 
®in8, meldte bemna^ ^inter^er nod) mit bem gegebenen §albmeffer r 
multiplicirt merben mu^, um bie 93ogenIänge für btn §albmejfer r 
ju geben. 
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ffieifpiel. 9Bic groß ifi ein ÄrriSauöfti^nitt Don 42^ in einem 
Äreife Don 12' §albmeffer? 
Sfntm. 52,78 D'. 

Sfnmerfung. Sbenfo irie einen Ärei8au§fc^nitt fann man aut^ 
einen 3lingau8fc^nitt biften, inbem man in einem ÄreiSringe 
jtoei befiebige ^albmeffer jie^t. 2)er giingauSfc^nitt ijl einem 
Srapej gleic^, bejfen parallele ©eiten bie beiben ben 9lingau8f(^nitt 
begrenjenben Kreisbögen jinb unb beffen §ö^e bie S)ifferenj ber 
§albmeffer ber beiben Greife ifi. 

§. 281. 

3ufa|. SDet Sn^att etnee ÄreiSabfc^ntttS wirb gefunben, 
trenn man Don bcm Sn^att be6 juge^örigen ÄreieauSfd^nttte 
bcn Sn^att bcS iDreierfS fubtra^trt, tDeld^eö burd^ bie @e^ne 
beö ÄreiSabf^nittö unb bie beiben ^atbmejfcr bcd ÄreiS- 
auSfd^nittö gebitbet trirb. 

Ober ea ifi 

ABC = MACB — MAB 
mo man MACB mä) §. 280 unb MAB 
naä) §. 263 ju berechnen bat, um ABC 
ju finben. 

©emö^nüd^ werben jnr 3n^alt8bered^nung eines Ä^reiSabfc^nittS 
bie (Seltne AB unb baS ^erpenbifel CD gegeben. S)iefeS ^erpen* 
bifel, auf ber 2Jlitte D ber ©e^ne AB bis ju feinem ©urc^fc^nittS- 
punft C mit bem Sogen beS ÄreiSabfi^nittS errid^tet, nennt man 
auc^ bm ^fcit ober bie ©agitta beS ÄreiSabfd^nittS. 

@6 fei AB = a unb CD = h. Um barauS ben §albmeffer 
MA = r ju beregnen , ^at man in bem red^tminfeligen Sireied 

AMD bie Katheten MD=^r — h unb ÄD = ^, folglid^ naä) bem 
Sel^rfafce beS ^^t^agoraS 

r^ = {r^ hy +(f )', 




b. i. 



lüorauS folgt 






^= Sh 



STc^ter Slbfc^mtt. 
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J-*^ 
•^—2 



Xcr aSogen -4C5 = 6 ober ber Sentriminfef AMB tann auf 
elementarem SBege niä)t berechnet merben (bieö ijl nur bur^ Srigos: 
itometrie möglich). 2fm bfflen entnimmt man ^ier ben 9BinW 
Dermittelji beS SranSporteurö au9 einer nac^ Derjüngtem 9Jla^flabe 
auSgefül^rten 3eic^nung, morauf man ben ^reiSauöfc^nitt MACB 
Berechnet »ie im vorigen ^aragrap^. 

3)en 3n^alt beS 35reiedf§ MAB beflimmt man au8 ©runblinie 
AB = a unb §ö^e MD = r — h. 

35er 3n^alt bt^ Äreiäabfc^nittS fann bemnac^ fc^lieflitb buri^ bie 
Sormel au8gebrüdft merben 

2—' ^^') 

totlä)t für bie numerifc^e Slec^nung noc^ etmnS bequemer ftc^ ums^ 
formen läßt in 

j^oH_^(t^ (2.) 

SJeifpiel. SBie groß ijl ber Sluttjraum eineS frei§bogenförmigen 
©rüdfenbogena Don 40' SBeite unb 8' §5^e? 
«fntm. 220 D'. 

9f nmerfung 1. S3rüdfenbögen merben ^äufig, um einen größeren 

?5Iutl)raum ju geirinnen, au8 mehreren 
Kreisbögen jufammengefe^t, j. 18. mie 
ACB, gig. 189, au8 bem mittleren Kreiö:^ 
bogen EF mit bem ^albmeffer il!fÄ=itfF, 
unb ben beiben gleichen äußeren Kreiö^ 
bögen AE unb BF mit bem ^albmeffer 
AG=EG=HF=HB. ginen auf fol^e 
SBeife conjhuirten ©emölbbogen pflegt 
man eine Korblinie ju nennen. 
Um ben jtoifd^en biefem Sogen unb feiner ©e^ne enthaltenen 
f5läd^enraum ju finben , muß außer ber 9öeite AB =^ a unb ber 
^ö^e CD = h noc^ ber ^albmeffer AG = EG = m be8 äußeren 
Kreisbogens gegeben fein. S8 ijl not^toenbig, biefen §albmeffer 
Heiner als h ju ne[;men. S)er §albmeffer ME = r beS inneren 
Kreisbogens fann fobann berechnet werben 5 benn in bem xtijU 
tt)infeligen 35reietle MGD ift bie §t?potenufe MG = r — m, bie 

Kathete MD = r — hmb bie Kathete ÖP = |. — iw folglich 
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^lanimttxit. 



b. i. 



a' 



m 



r* _ 2mr + fw' = r*, — 2Ar + A* -}- ^ - am + 

woraus folgt 

a * + 4Ä' — 4am 

'"" 8 (Ä — in) 

S)ic 2BinfeI ^G£ iiub £ifF jtnb iriebcr auS ber 3eic^nung ju 
entnehmen. 2)tr gcfudjtc Slät^entrtum fclbfl irirb 

^ÄC = ^G£ + HBF + £Jf F — GMH. 
$at j. 83. ein 83rütfeiibogen, irie oben, 40' SBcite unb 8' ^ö^e, tüirb 
aber burc^ eine Äorbliiüe gcbilbet, bereu äußere Ä'reiSbbgen 5' ^alb- 
meffer ^aben, fo beträgt ber glut^raum biefee 83ogene 253,72 Q. 

Sfnmerfung 2. SBitt man bm Su^alt eines Äreiöabfc^nittS 
o^ne a3enufeung feines 93ogen6 b (ober feines SentriminfelS, toüdjt 
beibe [jier nit^t berechnet werben fönnen unb nur unjuüerläfjig ju 
meffen fmb) bejlimmen, fo fann man üerfa^ren wie folgt: 

2Jian befc^reibe in ben Ä'reiSabft^nitt, 
Sig. 190, ein gleic^ft^enfeligeS 2)reie(f 
ABC, welches bie ©e^ne AB = a jur 
©runbUnie unb ben ^feil CD = h jur 
§öl)e ^at. 3)er 3n^att biefeS ©reierfs 

.- ah 

ijl = -^. 

3n bie beiben übrig gebliebenen Ä'reiSabfc^nitte befc^reibe man 
wieber gleic^fc^enfelige S)reietfe ACE unb CBF, welche bie @c^ne 
AC = CB = a sur ©runblinie unb ben «Pfeil EG = FH = K jur 

§ö^e Ijaben. 3)er 3n^alt biefer beiben S)reietfe ijl = 2 . ^. 

3n bie üier nun nod) übrigen ÄreiSabfc^nitte befc^reibe man 
wieber gleic^fc^enfelige 35reiecfe (welche in ber Sigur nidjt weiter 
^ngejeigt fmb), unb nc^me bie ©e^ne AE = a jur ©runblinie 
unb ben juge^örigen ^feil = A" jur §b^e. ^er 3n^alt biefer t)iec 

©reiecfe ijl = 4 . ^. 

gä^rt man fo weiter fort, bejeic^net ©e^ne unb ^feil ber nun 
folgenben 8 ^reiSabf^nitte mit d" unb A'" 2c. unb abbirt ade 
3)reietfe, fo erbält man bzw 3n[)alt beS gegebenen Ä'reiSabfAnittS 
burc^ bie unenbli(^c Steige auSgebrüit 

j = «* + 2.«*+4/-A- + 8.^ + --- (3.) 




S)iefer §fuSbru(f läßt für bie praftifdje 9le^nung noc^ eine SSer* 
cmfad)un9 ju, inbem man jlatt ber 2Bert^£ üon h, h\ h", h"\ . . . 
fccn ^albmeffer r einfütjrt. ^d) §. 241 ijl AC=a mittlere 
proportionale jiüifc^en Ct) = h unb CK = 2r, ober 

2r : a = a : A, 
lüorauö folgt 

iinb ebenfo l)Cit man meiter 

tfa Uta 

2)ur(^ ©ubjlitution biefcr SBertlje roirb 

'o ' "O // rttn rtf tut a 

^=^ + 2.^;+4.4:-' + 8.'4^ + -.- (4.) 

2Ba8 bie Serec^nung ber Söert^e d , a , ä" 2C. betrifft, fo ent:: 
flel^en biefelben fucceffiü au8 einanber auf birfelbe SBeife, tüie in 
§. 269 au8 ber Seite eine6 eingefdjriebenen regelmäßigen ^ol^gonS 
bie Seite be8 eingeft^riebenen ^oIt;gonS üon boppelter Seitenja^t 
hergeleitet morben ijl. 2Jian fann aber auc^, wenn man e6 für 
^inreit^enb genau ^ält, biefe Söertr}e au8 einer nac^ t^erjüngtem 
SDlaßflabe entmorfenen 3eic^nung nehmen. 

J)ie in ber Sormel (4) enthaltene unenblic^e Steige bridjt in ber 
numcrifc^cn JBeredjnung immer üon felbjl ha ah, tüo i^re ©lieber 
fo Kein merben, ha^ jte ju ber legten in ©etrac^t ju jie^enben 
35ecimaljlette feinen SBeitrag me^r geben. 

3. 33. für d = 40' unb A = 8' (f. oben) erhält man 

J= 160 + 44,68 + 11,48 + 2,89 + 0,72 + 0,18 + 0,04 + 0,01, 

was jur ©umme giebt 

J = 220,00 D'. 

3)aS ^ier angeiranbte SSerfa^ren jur 3n§att8berec^nung beÄ 
Ärei6abfc^nitta giebt ein anfc^aulit^eö SSeifpiel ber berühmten 
@j:^autiionStfa)letf}obe ber Sflten, iretdje juerji t^on ?frc^imebe8 
angemanbt lourbe unb beren SBefen barin bejletjt, üon ber ju be* 
flimmenben gläc^c nac^ einem getüiffen ©efefee nat^ unb nac^ be» 
fannte Steile bintüegjune^men unb fo burc^ einen Sortfc^ritt in« 
Unenblid)c bie gläc^e ju erfc^öpfen. 

Sfnmerfung 3. 9Jlan ^at juireilen btn Snl^alt eineö Ä'reiS* 
abfc^nitta ju bejHmmen, beffen ^feil im aSergteit^ mit feiner ©e^ne 
fer;r «ein ip. gür biefen gatt läßt bie fjormel (4) ^ä) in einen 
einfachen gefc^loffenen 9fu6brutf jufammenjie^en. 
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SBenn nämlid) CD, gig. 190, fc^r Hein ijl im »ergtcic^ mit AB, 
fo ifl ilC ircnig größer al6 AD, unb man fann mithin angenähert 
fefeen 



a 

unb folglich um fo mefjr anij 

„ a a n, et' a . 

fl = -^ = -4-, a = — = — , u. f. ir. 

©efct man biefc 8EBert[;e in (4), fo fommt 

r—^M^ I ^' I 

16r "i 64r "^ 256r "i 

= i^(l + i + TV + --0. 
35er ^ier üor ber klammer jle^cnbe gactor jg- ijl einerlei mit 

y, rnie au9 ber 93crglcic^ung mit (3) unmittelbar ^erüorgel^t. 

35ie eingeflammerte 3lei^e bagegen iji eine unenblit^e geometrifdje 
^rogrefjion mit bem Cluotienten 1, beren (Summe nat^ ?frit^m. 
§. 175 beredinet = i mxb. ajlit^in ijl enbli* 

•^='-?. (5.) 

b. i. ber 3n^alt eines fel)r flachen ^reiöabfc^nittS beträgt jwei 
S)rittel eines Stec^tetfS, mett^eS bie (Se^ne beS ^reiSabfc^nittS jur 
©runblinie unb ben ^feil beSfetben jur $ö^e ^at*). 

aSottte man baQ obige S3eifpiel a = 40' unb A = 8' nac^ ber 
gormel (5) berechnen, fo tüürbe man erhalten J = 213^0', b. f). 
um 6|- D' ju Hein. SSJlan fte^t ^ierauS fc^on, meiere ?fnnä^erung 
biefe ?5ormel felbft ba giebt, ido h nic^t flein ifi im SBergleic^ mit a. 
Um aber auc^ in fofc^en Satten üottfommen genau ju rennen, 
mirb man am bcjlen tfjun, bic erjlcn (Schritte ber 9te(^nung nac^ ber 
Sormel (4) ju fiitjren unb bcn (St^fuß baburc^ in bie gormel (5) 
überjuleiten , ba^ man baS lefete naij (4) berechnete ®fieb um 
feinen britten S^cil vergrößert. ®o j. 83. erhält man, inbem man 

*) 3n ber »Änal^tift^en Oeometrie §. 163 wirb bewiefe«; hai bie gorrael (6); 
loelc^e ^ier nur aU 9?ä^erungdforme( auftritt, üoOfommen genau richtig iß, xotnn 
man ben SSogen ACB al« Sogen einer ^arabel annimmt, ' »elt^e im fünfte C 
t^ren @(^eitel l^at. 



^ä)ttt ^h^^niit. 
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üon ber obigen naci^ (4) geführten 3a^fenrec^nung nur brei ©lieber 
beibel^ält unb bem festen ©liebe bie ^ier angejeigte Sorrection 
beifügt, 

J= 160 + 44,68 + 11,48 -|- i^ = 219,99 Q. 

Seiläufig fann man noc^ bemerfen, ba^ bie ©leit^fefeung ber 
beiben 9fu9brüdfe (2) unb (5) für bie 83ogenIänge b eines fe^r 
flad^en ^reiSabfc^nittS ben SfuSbrudf giebt 



'-»O + s) 



(6.) 




z 



B 



Sfnmerfung 4. SfuS ber Sormel (5) lä^t fu^ eine SJlet^obe 
öbfeiten, um angenähert ben 3nf;alt einer gläd^e ju befHmmen, 
rrelc^e burc^ eine beliebige frumme ßinie begrenjt wirb. 

®9 fei AB, gig. 191, eine frumme ßinie, meldte eine ^äd^e 

begrenjt, unb XY eine mittfürlici^ an^ 
genommene Sfbfciffenlinie, auf meldjer 
in gleichen Sfbjiänben XC = CD üor:* 
läufig bie brei rect)tn3infeligen Drbi* 
naten XA, CL, DM errit^tet fmb. 
®ie Sfbjiänbe biefer Drbinaten feien 
fo Hein genommen, ba^ ber föogen 
ALM feine ju fiarfe Krümmung I;at. 
man fefee XC = CD = a unb XA = b, CL = b\ DM = b". 

3ie^t man bie gcrabe 8inie AM, fo roirb burc^ biefelbe ba6 
jtt?if(^en ben Drbinaten XA unb DM enttjaltene Släc^enjtütf in ba6 
Srapej XDMA unb btn 2fbfd)nitt AML jerlegt. ®a9 Srapej XDMA, 
beffen parallele Seiten b unb 6" ftnb unb beffen §ö^e = 2a ijt, 
^at bm 3n^alt 

a (6 + 6"). 



D 



Die aJlittellinie biefeö S^rapej beträgt CK 



_ b + h" 



folglich ijl 



Um bm 3nbalt beS 2fbfcf)nitt6 AML ju beftimmen, mad^e man 
CZ = KL unb benfe fid^ bur^ bie fünfte X, Z, D eine frumme 
ßinie gelegt, meldte einen Sfbfi^nitt XDZ üon bemfelben Snl^alte 
tt?ie AML hervorbringt. S)iefen Sfbfc^nitt XDZ fann man an« 

Bitttlein*8 Slem.-anat^ematir. L m. 2. «bt^tfl. 14 
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genähert wie einen Ä^rei6abfc^nitt anfe^en, beffen ^feil im fBergleid^ 
mit feiner ©e^ne Hein ijlj bie ©e^ne bicfc8 Äreiöabfc^nittS ip 

= 2 a, ber ^feil = 6' — "*^ / unb mithin r\ai) (5) fein 3n^alt 

jDutiI ^6&ition ber beibeii gefunbenen 9Bertt;e erhält man für 
bm Sn^alt beö Släi^enpüdS XDMLA 

b. i. 

J= 1 (6 + 46' + i"). (7.) 

©ottte ber SSogen i4Lif feine cont?ej:e ©cite nic^t, tcie in ber 
Sigur, naij oben, fonbern nad} unten tüenben, b. f). CL<^CK 
fein, fo lä^t fid( leicht burcf) entfpret^cnbe Sfbänbcrung ber gfigur 
jeigen, ho!^ ber Sfu6brui für J in (7) bejfen ungeai^tct berfelte 
toirb. 

®8 feien nun folc^er ^^eile ^\tXC=CD = a auf ber 2fbfciffen= 
ßinie XY beliebig Diele, jebod^ in geraber Sfnja^I Dor^anben, unb 
bie entfpret^enben Drbinaten feien ber 9teit)e na^ 

(man fe^e §. 266, gig. 183a). ?[l9bann erfc^eint bie ganje jmifc^en 
ben Drbinaten b unb 6^"^ enthaltene Sföt^e mie eine ©umme ton 
Slä^enftücfen, bereu Sn^atte nac^ ber Sormel (7) ju bered^nen finb. 
jlJlit^in erhält man für bie ganje glätte ben ?fu8brutf 

j = |. (6 + 46' + b") +^ {b" + 46"' + 6"")+ . . . 

b. i. 

j= |. (6 + 46' + 26" +46'" + 26""+ • • • 46<'»-^> + 6<«>). (8). 

3)ie in biefer Sormel entljaltene Jtcgef, meiere üon fe^r üiet 
fältigem ©ebrauc^e ifi, mirb nac^ if;rem ©rfinber bie ©impfon'fc^e 
Siegel genannt. 

®a6 83eifpiet §. 266 Sfnm., nat^ biefer IJormel bere(^net, giebt 
J = 280D" 33 D'. 




§. 282. 

Sel^rffl^ beS ^ippofvatt$. SBenn über bcn fctei ©citcn 
eines gegebenen tec^ttt?infettgen ©teierfe, at6 SDut^mejTern, 
^albfteife confltuirt tt?er5en, fo iji 5ie ©umme ber beiben 
über btn Äatbeten entfiel enben SJlonbjlütfe (lunulae) ins: 
l^aftSgleic^ bem gegebenen üJJreierfe. 

SSoraudfejsung: 
^ ACB = 91. 

golgening: 
([ ADCF + ([ Ä£CG = A ABC. 

föetücie. gflac^ §. 275 ifl bcr Sn^nlt bca ÄrcifeS, lüelc^er i4Ä 

jum !Durct)meffcr t;at, = (| ^ä)'j!;, b. i. = a AB'n. goföüclj ^nt 

man für bie ?5lät^e Dc9 über AB conflruirtcn §a[bfreife8 

ABECD = I AB'jt. 

®benfo erhält man für bie Sfät^en bcr über AC unb Ä(7 con» 

fhruirten beiben ^alOfreifc 

ACF = I ACn. 

BCG = I J?C*jc. 

9lun ijl nat^ bem 8ef)rfa|c beS ^^tbagoraö 

^C^ + JJC^ == AB\ 

fofgti^ ani), mnn man bicfe ©leid^ung mit |jt multiplicirt, 

b. i. ACF 4- ^Cö = ABECD. 

©ubtrat)irt man üon bicfer ©teic^ung bie beiben Ärei6abf(^nitte 
ÄCD unb BCE, fo f;at man enblicb 

(T i4DCF -f C BECG = A ^5C, 

tt). j. b. n}« 

Sfnmcrfung 1. 3)icfcn @afe ücrbanft man bem griec^ift^en 
2Jlat[;ematifer ^ippofrateS üon Stjioö, melier um 450 üor 6. ®. 
lebte (ni^t ju üernjet^fefn mit bem berühmten ?frjt §ippofrate§ 
Don £oa, ber nal^e ju berfelbcn 3eit lebte). §ippofrate8 fanb 
biefen ©afe bei feinen SBemüfjungen , bie Cluabratur be8 ÄreifeS 
burc^ ßonjlruction ju löfen unb gab bamit ba^ erfie SSeifpiel, um 
eine burc^ frumme ßinien begreujte Städte in eine gerablinige 
Sigur ju t?ertüanbeln. ^\\ä) ifi §ippofrate8 ber erfie gewefen, 
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vatlijn ©(rmente btx ©eomttrit gcfitrUbnt ^at, bit inbeffm feurig 
fljfitete aSfcte, bffontiere biiri^ bit eiemcntc ber SuHibtS Detbrängt 
toorbm unb fo cerlorm gegatigen {mb. 

aSiib bdS SDiciftf ^£C bur(^ tili jtceittB an bie ^i)poimü\t AB 
QtXtQttS tongrutntcS SJreietf ju einem JHti^ttcfe ergänjt, unb übet 
tiefem jlttittn SreitJe bicftlbe ßonftruttion roitbec^olt, fo erhält 
man Diet aJlonb|hicEe, bertn Summe biefem ifte^ttd g(tii^ ifi. 

Stimmt man nu^ttbem AC = BC, fo rottben biefc Dter 9JIonb= 

flfide Qltiä) ffco^ unb bie Summe btcfclbtn roiib einem Huabrat 

flteii^. Xtiee ijl bnS ättejle trfaniite Sßfifi)iet, um eine Dort (rummen 

fiinien begreiijte gtädje buti^ ein infjnltSgteii^eS Quabtat bat^uflEÜcn. 

^Tnmertung 2. Senn man ben Xinrdjmejfer AB einee ÄreifeS 

gig. 193. in eine beliebige Sfiijo^I gleiijtr Steile 

t^eift (j. S. in 5), «nb burc^ jcben S^eiU 

Ijunft, j. S. E, eint ©(^langentinie legt, 

meli^t au3 ben betbtu ^albfreifeii AFE 

unb BGB jufammengefett ifT, fo ätrlegen 

atte biefe ©djtangentinien bie Äreiafläc^e 

in 3;EifiIf, iceli^e unter fii^ in^altSgrei^ 

pnb unb pon btncn iebtc mit btm g(ge= 

^ benen Äreife gleichen Umfang ^at. 

Der SöeitieiS beruht, ö^nlic^ mie ber obige, auf einet STbbition 

unb ©ubtrartion Don ^albfreifcn. 

J)if Don je jirei bet DotbejEti^neten @e^Iangen(inten begrtnjtt 
gigut tüor bei ben nlten aRat^Emotifern unter bem Slamen 
^eltfoib (jcslEJtoEiSiig) betannt. 







